Die Sitze von Weierstrass und

Mittag-Leffler auf Riemann’schen Flichen.

Von
H. BEHNKE und K. STEIN (Miinster/Westf.).

(Als Manuskript eingegangen am 12, Mirz 1940.)

1. Einleitung. Die Sétze von WeiErsTRASS und MITTAG-LEFFLER
behandeln bekanntlich die Konstruktion ganzer analytischer bzw.
meromorpher Funktionen einer Veréinderlichen in der endlichen
komplexen Ebene zu vorgeschriebenen Null- bzw. Polstellen und
zugehorigen Hauptteilen. Die in den Beweisen der Sitze ange-
gebenen Verfahren gestatten nun mit Hilfe naheliegender Modifi-
kationen und durch Heranziehung des Satzes von Runge die Kon-
struktion von Funktionen in beliebigen schlichten Bereichen %
zu dort vorgeschriebenen Null- bzw. Polstellen mit Hauptteilen.?)
Ist 8B eine schlichtartige Riemann’sche Fliche, so ist unter Be-
nutzung des Koebe’schen Unformisierungstheorems die Konstruktion
von in $B reguliren Funktionen mit vorgeschriebenen Nullstellen
auch noch mdglich. Perron hat sodann fiir einmal punktierte,
geschlossene algebraische Fldchen eine der Weierstrass’schen Pro-
duktentwicklung analoge Darstellung aufgestellt.?) Was nun die
Ubertragung des Mittag-Leffler'schen Satzes auf Riemann’sche
Fldchen betrifft, so folgt aus einem Satze von KoeBe und FREUND-
Lice®), dass auf einer beliebigen Riemann’schen Fliche B, welche

) Siehe dazu P. APPELL, Sur les fonctions uniformes d'un point analytique
(x, y). Acta math. 1 (1882) und G. MITTAG-LEFFLER, Sur la représentation analy-
tique des fonctions monogénes d’une variable indépendante, Acta math. 4 (1884).

%) Siehe OsKAR PERRON, Uber transzendente Funktionen auf Riemann’schen
Flichen. Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften A,
1922, 2. Abteilung.

%) Siehe etwa ERWIN FREUNDLICH, Analytische Funktionen mit beliebig
vorgeschriebenem unendlichblidttrigem Existenzbereiche. Dissertation (KOEBE),
Gottingen 1910.
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durch endlich viele Riickkehrschnitte schlichtartig wird, zu Pol-
stellen mit bis auf einen Proportionalitiitsfaktor vorgegebenen
Hauptteilen eine Funktion existiert, die auf 8 nur in den Polstellen
und dort in vorgeschriebener Weise singuliir wird. Die volle Uber-
tragung des Satzes von Mirrac-LerrLEr auf diese Riemann’schen
Fldchen ist aber damit noch nicht geliefert.

Unter den S#tzen von WEIERSTRASS und MirTAG-LEFFLER fiir
irgendwelche Bereiche % sollen in diesem Aufsatze nun die Sitze
iiber die Existenz von Funktionen in & zu vorgegebenen Null-
stellen bzw. Polen mit Hauptteilen verstanden werden. Wir be-
weisen im folgenden diese S#tze fiir alle endlichen, endlich-
bléattrigen Riemann’schen Flichen ohne Verzweigungspunkte im
Innern. In diesem Umfange sind sie, wie wir zeigen werden, ein
Sonderfall entsprechender Sitze der Funktionentheorie mehrerer
Veridinderlichen. '

Diese Theorie ist ndmlich in der Behandlung solcher Fragen
in den letzten Jahren weit fortgeschritten. In glinzenden Arbeiten
hat K. Oxa gezeigt, dass in einem beliebigen endlichen, schlichten
Regularitidtsbereich 88 im Raume der z,, 2,,..., 2, zu in B vor-
gegebenen Polen mit Hauptteilen. (die nur den Vertriiglichkeits-
bedingungen geniigen) stets eine eindeutige Funktion f(z,, 2;,..., 2,)
existiert, die in B diese Singularititen und keine anderen hat.
Unter topologischen Voraussetzungen hat Oxa zugleich einen ent-
sprechenden Satz betreffend die Kounstruktion von eindeutigen,
reguliren Funktionen mit vorgegebenen Nullstellen angegeben.?)

Nun aber ist ein abgeschlossener, endlichbléttriger Regulari-
titsbereich ¥ iiber dem Raume der z,, z,,..., z, ohne Verzwei-
gungspunkte im Innern stets in einen schlichten Raum von n—+p
komplexen Veréinderlichen so einzubetten, dass den Punkten eines
geeignet gewihlten, B ganz im Innern enthaltenden schlichten
2(n+ p)-dimensionalen Bereiches & durch ihre ersten n komplexen
Koordinaten die Punkte von 8B im kleinen eindeutig zugeordnet
sind.”) Dadurch gelingt es, die Oka’schen Siitze auf nichtschlichte
Regularitéitsbereiche zu iibertragen. Zeigen wir nun schliesslich,
dass die endlichblittrigen Riemann’schen Fldchen immer Regula-
ritiitsbereiche sind und dass die topologischen Voraussetzungen

) Siehe K. OxaA, Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables,
Journal of Science of the Hirosima University, 6, 3 (1936), 7, 2 (1987), 9, 1 (1939).

%) Siehe H. BEUNKE und K. STEIN, Approximation analytischer Funktionen
in vorgegebenen Bereichen des Raumes von n komplexen Verdinderlichen.
Gottinger Nachrichten, Neue Folge, Bd. 1, Nr. 15, 1939,
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dort immer zutreffen, so haben wir insbesondere die Sitze von
WEIERSTRASS und Mirrac-LerrLER fiir alle endlichen, endlichbliitt-
rigen ®) Riemann’schen Flichen ohne Verzweigungspunkte im Innern
bewiesen.

Um nun diesen Aufbau durchzufiihren, haben wir zunéchst
den Voraussetzungen der Sétze von WEIERSTRASS und MITTAG-LEFFLER
zur Verwendung in den R#umen von mehreren komplexen Ver-
dnderlichen eine andere Form zu geben.

Die Polstellen konnen fiir analytische Funktionen f(z,, 2,,..., 2,)
nicht wie in der klassischen Theorie durch Hauptteile vorgeschrieben
werden, die an diesen und nur an diesen Stellen singuléir werden
(denn die Pole fiillen bekanntlich stets [2n — 2]-dimensionale ana-
lytische Flidchen aus). Statt dessen schreiben wir Lokalfunktionen
[z 2:5..., 2,) vor, die in einer Umgebung 11 (P) sich meromorph
verhalten und dort auf der Polfliche in vorgeschriebener Weise
singulir werden. Dann muss natiiriich die Vertréglichkeitsbedingung,
ndmlich dass f,—f, regulir im Durchschnitt von U (P) und U (Q)
ist, erfiillt sein. Ferner schreiben wir in allen Punkten P, in denen
f(z, 2, ,..., 2,) regulér bleiben soll, auch eine Ortsfunktion f, vor.
Als diese kénnen wir immer in einer geniigend kleinen Umgebung
von P die Funktion' f,=0 wihlen. So gelangen wir zum ersten
Cousin’schen Problem: Zu jedem Punkte P eines Bereiches &8
ist eine Umgebung 1 (P) und eine dort meromorphe Funktion f,
gegeben. Im Durchschnitt ® (U [P], 1[Q]) der Umgebungen zweier
Punkte P und Q von % sei f, —f, reguléir. Gibt es dann zu jeder
solchen Verteilung von Funktionen f, eine in 8 meromorphe, ein-
deutige Funktion F, so dass F'—f, jeweils in U(P) reguldr ist?
K. Ora hat bewiesen, dass dieses tatséichlich in jedem schlichten
endlichen Regularitéitsbereich zutrifft. Davon gehen wir hier aus.
Jst fiir einen Bereich % die vorstehende Frage zu bejahen, so
sagen wir: Fiir den Bereich $ ist die erste Aussage von CousiN
giiltig.”)

Wir fiigen hier sogleich die Fragestellung hinzu, die in der
klassischen Funktionentheorie durch den Weierstrass’schen Satz
beantwortet wird. Zu jedem Punkte P eines Bereiches $ ist eine Um-

% Zum Begriffe der Endlichbliittrigkeit siehe H. BERNKE, Uber die Fortsetz-
barkeit analytischer Funktionen mehrerer Veriinderlichen und den Zusammen-
hang der Singularitfiten. Math. Ann. Bd. 117 (1939).

") Siehe H. BEuNKE und K. STEIN, Analytische Funktionen mehrerer Ver-
#nderlichen zu vorgegebenen Null- und Polstellenflichen. Jahresber. d. DMV.
Bd. 47 (1937).
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gebung 11 () und eine dort reguliire Funktion f, gegeben. Im Durch-
schnitt © (U [P], U [Q)]) der Umgebungen zweier Punkte P und Q von

B sei ;—P reguliir und von Null verschieden. Gibt es dann zu jeder
Q

solchen Verteilung von Funktionen f, eine in $ regulire ein-

deutige Funktion 7, so dass jeweils in U (P) reguldr und von

F
Ie
Null verschieden ist? Ist fiir einen Bereich 8 die vorstehende
Frage zu bejahen, so sagen wir: Fiir den Bereich 8 ist die zweite
Aussage von Cousin giiltig. Cousin selbst hat schon gezeigt,
dass in allen schlichten endlichen Zylinderbereichen, deren Pro-
jektionen bis auf eine einfach zusammenhéingend sind (als Zylinder-
bereiche sind sie insbesondere Regularitidtsbereiche), die zweite
Aussage von Cousiv gilt. K. Oxa und K. Stein haben neuerdings
bewiesen, dass in allen Regularitiitsbereichen des R?%" zu einer
Verteilung von Nullstellen eine analytische Funktion gehort, wenn
von den Nullstellen gewisse topologische Bedingungen erfiillt werden.

Wir beginnen mit der Ubertragung dieser Sitze auf nicht-
schlichte Regularitétsbereiche.

2. BEinbettung nichtschlichter Bereiche als schlichte
Bereiche in Rdume héherer Dimensionen. Ist $8 ein nicht-
schlichter endlichblittriger Regularitdtsbereich iiber dem Raume
von n komplexen Verdnderlichen (die Verzweigungspunkte der
Bereiche werden stets als Randpunkte gez#hlt), so lisst sich jeder
ganz im Innern von B liegende Teilbereich $B* immer in einen
Raum von n+ p komplexen Veriinderlichen — p geeignet gewihlt —
schlicht und ohne Selbstdurchdringung einbetten. In jedem Regula-
ritdtsbereich gibt es, wie HENrl CARTAN gezeigt hat, eine reguliire
Funktion, die in einander {iberlagerten Punkten niemals dieselben
Funktionselemente aufweist. Aus ihr sind dann endlich viele Funk-
tionen @ (2,...,2,), ..., ®,(2,..., 2,) konstruierbar, die in ein-
ander iiberlagerten Punkten des abgeschlossenen Bereiches 8%
nicht alle zugleich dieselben Werte haben. Die Zuordnung

Z =z,
-
1 s
(1) ! _ (pn )
. Zn1 1 (Ryseeer 2,),
zjl—f—p = ([)1) (z1 gy z,,)

liefert dann die verlangte Einbettung.
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Istnunin B eineVerteilung meromorpher Funktionen f, (2, 2,, ...,
z,) vorgegeben, wie sie fiir die erste Aussage von CousiN vorausge-~
setzt wird, so ist damit eine gleiche Verteilung in $8* und seinen Rand-
punkten gegeben, und damit auch auf der Fliche § des Raumes
der 2{,..., 7, ,°

z*Jrl:(l)l(zj,...,z:)

n

5:

zn +p = (pp (Zi yret 11)
Die Fliche § liegt im Bereiche §:
(z]y..., %) aus B¥,
G: { 1

z,Hr,i O (2., 2)| e

E=1,...,p,

des Raumes von n+ p komplexen Veréinderlichen. & wird so klein
gewihlt, dass jedem Punkt aus & ein und nur ein Punkt aus &*
zugeordnet werden kann, der die gleichen ersten n komplexen

Koordinaten hat; m.a.W.: Ist P=(2{®,..., 2D ) ein Punkt aus &,
so gibt es in B* genau einen Punkt Q= (z{",..., 2;1), so dass
| 0, — 0, ZO,..., 7 ) | Seist, k=1,..., p.

Ein solches ¢ zu wiihlen, ist stets moglich. Denn sonst giibe es
zu jedem noch so kleinen ¢ zwei in ®B* einander iiberlagerte und

verschiedene Punkte @ und Q, so dass
|0,(Q—0,(Q) | <2e,k=1,...,p

wiire. Da es im abgeschlossenen Bereiche $* keine Verzweigungs-
punkte gibt, folgte jetzt, dass es in B* wenigstens zwei verschiedene
und einander iiberlagerte Punkte gibe, in denen alle @, dieselben
Werte annehmen.

Da § schlicht im R2+» liegt und sich nicht selbst durch-
dringt, liegt auch das § umgebende ,Schlauchgebiet® & schlicht
im R2(+», Ist nun f(z,,...,%,) eine in B* regulire und ein-
deutige Funktion, so ist sie damit auch im schlichten Schlauch-
gebiet © eindeutig und reguldr, wenn wir jedem Punkt P von &
den Funktionswert des P in $* zugeordneten Punktes zuordnen.
f ist lokal nur eine Funktion der ersten n Verdinderlichen, sie ist
aber schlicht erst als Funktion der n+ p Veréinderlichen.

Was wir hier fiir analytische Funktionen in $* und & gesagt
haben, gilt ebenso, wenn man in $* wie in den Aussagen von
CousiN ein System von Ortsfunktionen vorgibt, die den Vertrég-
lichkeitshedingungen geniigen.

b
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Wir greifen nun auf den Bereich ¥ zuriick. Als endlich-
blittriger Regularitiitsbereich ldsst sich 8 durch Teilbereiche D,
von sich approximieren, die selbst wieder Regularititsbereiche
sind, ganz im Innern von % liegen und durch Ungleichungen
folgender Art charakterisiert werden konnen:

p,: g Rys2) | S1, =100,

g{" reguldr in B. Solche Bereiche heissen analytische Polyeder.
Sie werden natiirlich auch nicht schlicht sein, wenn 8 es nicht
ist. Wir bilden sie nun aber auf schlichte analytische Polyeder P
im R2@+m) g0 ab, wie wir vorher B* auf & abgebildet haben.
Dann sind die D] schlichte analytische Polyeder:

p* Ig](.”(z;,...,zfl)\gL

M ‘l ==
S Ry 09 @ 2 | e | BT P

3. Approximation analytischer Funktionen in analy-
tischen Polyedern.

K. Oxa hat bewiesen: Es sei

P: |h (z,...,2) | Za,,a,>0,6=1,...,s,
ein schlichtes, beschriinktes analytisches Polyeder. (Die A, seien
in P reguldr.) Dann ldsst sich jede in P regulire Funktion F
gleichméssig in P approximieren durch eine Folge von Funktionen,
die ihrerseits Polynome in z,,...,2, und den /£, sind.

Diesen Satz k6nnen wir sogleich auf nichtschlichte analytische
Polyeder iibertragen. Wir ordnen mittelst geeigneter Transfor-
mationen (1) wie vorher dem nichtschlichten analytischen Polyeder

p: !go(zl,...,zn)|§36,6=1,...,s,
ein schlichtes analytisches Polyeder
* ’ga(z;7""z:)|§ag7
P { sz;ij——(l)k(zi,...,z;) | <e }k_l""’p’
im R2@+P zu; dabei sind die g, und die @, in P* eindeutig. Jede
in P regulire Funktion # ldsst sich, wie gezeigt, erweitern zu
einer in P* definierten reguldren Funktion /™. Diese gestattet in
D* nach dem Oka’schen Satz eine Entwicklung:
F* @550y 2,0 )
=lim Pﬂ(zi,...,zi,zj’lJrl,...,z;+p,g1,...,gs,
z’,‘;+1~(1)1,...,zj‘l+p~([)p).
In diese Entwicklung selzen wir ein
z; = 2, i=1,...,n,
) 2, =0 (z z), k=1
wie— P50 ), R
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Dann erhalten wir eine gesuchte Entwicklung von #':
2.0y 2,)
=lim P, (2;,...,2,, ?,-.., D)y os Gy 05000, 0).

Der Oka’sche Satz ist somit auch fiir nichischlichte analytische
Polyeder bewiesen.

4. Das erste Cousin’sche Problem in Regularitits-
bereichen. Die Giiltigkeit der ersten Cousin’schen Aussage ist
fiir schlichte endliche Regularititsbereiche allgemein von K. Oxa
bewiesen worden. Fiir nichtschiichte endlichbléttrige Regularitéiits-
bereiche ®B folgt sie auf Grund der vorstehenden Uberlegungen.
B wird zuniichst durch eine Folge von ganz in ¥ liegenden ana-
lytischen Polyedern D,, P, (P, , approximiert. Die in B vor-
gegebene zuléissige Verteilung von Ortsfunktionen ist zugleich
eine zuldssige Verteilung in P . Wir ordnen nun gemé#ss dem
vorher angegebenen Verfahren jedem [, ein schlichtes analytisches
Polyeder P im R2+r,) zu. (Natiirlich kann p, mit wachsendem
Index v {iber alle Grenzen wachsen; d. h. wir benstigen dann
Réume von immer hoherer Dimension zur Konstruktion der D7)
Die Cousin’sche Verteilung von Ortsfunktionen in P, liefert uns
in der oben beschriebenen Weise eine zuléissige Verteilung von
Ortsfunktionen /7 in D). Hier sind nun alle Voraussetzungen des
Oka’schen Satzes erfiillt. Es gibt eine in D7 meromorphe Funktion

H (z;",...,szrp ), die mit allen Ortsfunktionen S-#quivalent ist;

das soll heissen: H"—/ "ist reguldr in U"(P). Wir gehen jetzt
zu dem niederdimensionalen Bereich P, zuriick, indem wir in

o (Z,..., 2, zf1+1,..., zf,+p) die ‘Substitutionen
' . T =z, i=1,...,n,
a * - ¥ __
(1a) znijﬁ(/)gz)(zl,...,z"),k—1,...,p1,,

ausfiihren. Die sich so ergebende Funktion H®(z,,...,z2,) ist in
p, meromorph und stellt dort eine Losungsfunktion zu der vor-
gegebenen Cousin’schen Verteilung dar.

Um fiir ganz ® eine Losungsfunktion zu bekommen, bilden
wir zunédchst formal die Reihe

HO A (H® — HOY+ o A (B — HGD)y+ ...,

Die Glieder (% — HU-Y) sind reguldr in £, ,. Nun kann es
sein, dass diese Reihe in jedem ganz im Innern von B gelegenen
Bereich nach Abtrennung von je endlich vielen Gliedern gleich-
missig konvergiert; dann stellt sie in % eine Losungsfunktion zur
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vorgegebenen Cousin’schen Verteilung dar. Trifft aber die gleich-
miissige Konvergenz allgemein nicht zu, so gelingt es doch, durch
Hinzufiigen konvergenzerzeugender, in ganz 9 reguldrer Summan-
den die gleichmiissige Konvergenz der korrigierten Reihe zu er-
zwingen und so eine Losungsfunktion in ganz 9B zu erhalten.
Zu diesem Zwecke wiihlen wir eine konvergente Folge positiver
Zahlen ¢. Auf Grund der in Abschnitt 3 angegebenen Approxi-
mation der in analytischen Polyedern reguliiren Funktionen appro-
ximieren wir jetzt A — HU~-1 durch eine in B reguléire Funktion
R, so dass in Py gilt
| HO) — HO-D—RU | <&,
Die Reihe
HW i (H®O — HG-1— R
j=2

konvergiert gleichméssig in jedem ganz in 9B liegenden Bereich
nach Abtrennung von jeweils endlich vielen Gliedern. Sie stellt
also in B eine meromorphe Funktion dar, die in D]. mit H®, also
auch mit allen vorgegebenen Ortsfunktionen S-fquivalent ist.

Damit ist gezeigt, dass die erste Cousin’sche Aussage fiir alle
endlichen, endlichblittrigen unverzweigten Regularitéitsbereiche
zutrifft. Insbesondere gilt dies fiir alle Regularitétsbereiche dieser
Art tiber der Ebene einer komplexen Verfinderlichen. Spéter werden
wir noch zeigen, dass alle Riemann’schen Flichen iiber der z-Ebene,
die endlichbléttrig und endlich sind und keine Verzweigungspunkte
im Innern enthalten, zu diesen Regularitétsbereichen gehdren, so
dass fiir sie alle also die erste Cousin’sche Aussage gilt: d. h. die
Giiltigkeit des Satzes von MiTTAG-LEFFLER in ihnen nachgewiesen ist.

5. Der Satz von WEIERSTRASsS fiir Regularitdtsbereiche
unter den Riemann’schen Flichen. Wir gehen wiederum von
der zweiten Cousin’schen Aussage in schlichten Bereichen des
Raumes von n komplexen Veridnderlichen aus. Sicherlich trifft
die zweite Cousin’sche Aussage nicht uneingeschriinkt fiir Regulari-
titsbereiche im R?" zu. Das hat schon T.H. GRoNnwALL gesehen
am Bereiche %,, der entsteht, wenn man aus dem offenen R* die
Achsen w=0, z=0 herausnimmt. Schreibt man etwa durch ge-
eignete Ortsfunktionen f, auf der Fliche

-‘g; 2= pl = gilogw

einfache Nullstellen vor und ldsst man sonst keine weiteren Null-
stellen zu, so gibt es zu dieser zuléssigen Verteilung keine ein-
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deutige Losungsfunktion im Sinne der zweiten Cousin’schen Aus-
sage.’) Ks gibt nicht einmal eine L&sungsfunktion, von der wir
nicht analytisches, sondern nur stetiges Verhalten verlangen, d.h.:
Es existiert keine komplexwertige Funktion a(u,v,x,y), die in 8B,
stetig ist und fiir die jeweils in bezug auf jeden Punkt P aus 8B,
gilt
a(L’})’} y) 0 und stetig in U(P).

P
Wir sprechen auch hier von der D-Aquivalenz der Funktionen a
und f, in U(P) und ebenso von der D-Aquivalenz der Funktion
a mit der Gesamtheit der vorgegebenen Ortsfunktionen.

K. Oka hat nun aber gezeigt?): Wenn in einem schlichten
endlichen Regularititsbereich ¥ des R?" zu einer vorgegebenen
Verteilung von Ortsfunktionen f, (im Sinne der zweiten Cousin’schen
Aussage) eine stetige Funktion a(x, y,,-..., X, y,) existiert, die
mit der Gesamtheit der vorgegebenen Ortsfunktionen D-fiquivalent
ist, so gibt es auch eine in ganz B regulidre LOsungsfunktion
F(z,...,2,). Diese Funktion F kann insbesondere so gewdhlt
werden, dass sie folgende Eigenschaften hat:

1) F(z,...,z,) ldsst sich in eine Schar stetiger Funktionen
F(z,...,2,,1),0<{<1, einbetten, so dass
F(zyoiy2,, O=F(2,,-.-52),

F(z,...,z,,1)=1.

(2 F(z,...,2,,1) verschwindet in keinem (2n-1)-dimensio-
nalen Raumstiick.

(3) Es ist
F(2yeeis 2y D=2(2 50y Zuy ) - (L= 1] @ (xy, Yiyeens Xny Yu) T,
dabei ist 2 (z,,..., 2,, {) eine stetige und nichtverschwindende

Funktion, wenn (z,,...,2,) in % und ¢ unabhiingig davon im

Intervall 0 <#<1 lduft. Insbesondere ist:
ARy 2, D=1,
Auf diesen Satz stiitzen wir uns nun.

Gegeben sei uns eine endliche, endlichbléttrige Riemann’sche
Fliche St ohne Verzweigungspunkte im Innern, dazu eine zuléissige
Verteilung von Ortsfunktionen f,=(z — z,)*r im Sinne der zweiten
Cousin’schen Aussage. Wir wollen zuniichst zeigen, dass in R eine

8) Siehe K. StEIN, Uber das zweite Cousin’sche Problem und die Quotienten-
darstellung meromorpher Funktionen mehrerer Verinderlichen. Sitzungsberichte
der Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Math.-Nat, Abt. Jahrgang 1939,
S. 139,

%) Siehe *).
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stetige Funktion a(x, y) existiert, die mit der Gesamtheit der

Ortsfunktionen D-dquivalent ist. Hierzu approximieren wir & durch

zellenmiissig zerlegte Teilfliichen %, N=1,..., &, (( yyq> mit

folgenden Eigenschaften:

1)  Die zellenmissige Zerlegung von ¥, ist eine Quadratteilung,
die aus einer achsenparallelen Quadratteilung der Ebene
durch Durchdriicken auf &, entsteht.

2) Kein %, besitzt Randkomponenten, die in % —&, beranden.

3) Auf dem Rand von &, liegt keine der vorgeschriebenen Null-
stellen.

Wir konstruieren die gesuchte Funktion zunichst in &,. Zu diesem

Zweck nehmen wir aus &, kleine Kreise um die dort vorgeschrie-

benen Nullstellen heraus. Diese Kreise sollen so klein gewé&hlt

sein, dass sie den Rand von ¥, nicht treffen. Das Restgebilde 3]

ist gleichfalls ein Zellenkomplex. Auf denjenigen Randstiicken

von &, die von den Rindern der aus ¥, herausgenommenen

Kreise gebildet werden, schreiben wir nun jeweils mittelst der

zugehorigen Ortsfunktionen f,=(2 —=z,)"r komplexe Werte vor.

Dadurch ist eine stetige Abbildung dieser Randstiicke in die im

Nullpunkt punktierte Ebene §*— 0 der komplexen Zahlen definiert.

Diese Abbildung ldsst sich zu einer stetigen Abbildung von ganz

3] in §>— 0 erweitern. Denn da I] ausser den Kreisrdndern noch

weitere Randsliicke besitzt (ndmlich den Rand von &,), kann es

keine in ] nullhomologe 1 —Kette (in bezug auf jeden Koeffizienten-
bereich) geben, die lediglich aus gewissen Kreisréindern, jeder mit
einer bestimmten Vielfachheit versehen, besteht (natiirlich die Null-
kette ausgenommen). Damit sind die Voraussetzungen eines Ab-
bildungssatzes von H. Hopr erfiillt.'’) Die so in & gewonnene
stetige Funktion a(x,y) wird nun noch in den aus &, heraus-
genommenen Kreisscheiben ergéinzt, dadurch dass wir sie dort
jeweils gleich (z—2z,)"p setzen. So haben wir eine in 2, stetige

Funktion, die mit den dort vorgegebenen analytischen Ortsfunk-

tionen D-fiquivalent ist.

Um die gewonnene stetige Funktion a(x,y) in die 3,, N>1,
fortzusetzen, gehen wir folgendermassen vor. In dem Zwischen-
gebiet ¥, —F, (bzw. den Zwischengebieten) umgeben wir wieder
alle durch die f, vorgeschriebenen Nullstellen mit kleinen Kreisen,
die so gewihlt sind, dass sie den Rand von %, —&, nicht treffen.
Nunmehr konnen wir wie vorhin, weil 3, —&, triangulierbar ist
und die Randkomponenten von &, —&,, die Rédnder von &, sind,

%) Siehe ALEXANDROFF-HOPF, Topologie I, Seite 516.
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in &, — &, nicht beranden, eine stetige Funktion in ¥, —&, finden,
die dort mit den vorgegebenen Ortsfunktionen D-fquivalent ist
und an die Funktion a(x,y) in den £,—3, und ¥, gemeinsamen
Randstiicken stetig anschliesst. So haben wir a(x,y) stetig in &,
fortgesetzt. Das konnen wir wiederholen, und so eine gesuchte
stetige Funktion a(x, y) auf ganz N finden.

Um nun auch zu einer analytischen Funktion zu gelangen,
die auf i mit der vorgegebenen Verteilung von Ortsfunktionen
D-Hquivalent ist, approximieren wir 3 durch analytische Polyeder
P, . Dazu miissen wir voraussetzen, dass & ein Regularitéitsbereich
ist. (Spéter beweisen wir, wie schon bei der Behandlung des ersten
Cousin’schen Problems angekiindigt, dass diese Voraussetzung
immer erfiillt ist) Wir ordnen wieder jedem P, eine 2-dimen-
sionale analytische Fliche § zu, die schlicht im R2®+»,) liegt und
wie im Abschnitt 2 eingebettet ist in ein schlichtes analytisches
Polyeder P dieses Raumes. Die Ortsfunktionen f, und die ihnen
zugeordnete stetige Funktion a(x,y) iibertragen sich auf P). In
P: sind also Ortsfunktionen '

1o @, 2y 2)=fo @)
gegeben und dazu die mit ihnen D-Hquivalente stetige Funktion
&YX Y X U )= a0 ).
Nach dem am Anfang dieses Abschni‘ttes‘zitierten Satzes von K. Oxa
gibt es also in P! eine analytische Funktion I, (2%, 2 ,..., z;v, die
mit den f, D-dquivalent ist. A ldsst sich ferner einbetten in eine
Schar H) (2, 2],.. ., z;] , 1), 0<t=<1, stetiger Funktionen

[, (7 215052, , OV =H,2C, 21,..., 2,), H,(Z, z,..., 2, , 1)=1]

so dass gilt:
H (Z, zi,...,z;v,t)El;t(z*, zj,...,z;)/, H-(L—1f-a+1b),

dabei ist 4, eine stetige, nichtverschwindende Funktion. Durch
Anwendung einer Substitution (1) (vgl. Abschnitt 4) gewinnen wir
aus H)(2',2],..., %, , ) eine Funktion H, (2, f). Dabei ist H (z,0)
reguliir und eindeutig in D, und dort D-fquivalent mit den Lokal-
funktionen f,, besitzt also in D, die vorgeschriebenen Nullstellen
in vorgeschriebener Ordnung.

Aus den H, (z,0) setzen wir jetzt eine Funktion H(z) zusammen,
die reguldr in R ist und dort genan die vorgeschriebenen Null-
stellen hat. Wir bilden das formale Produkt

H(Z 0) Hy+1(za0)
CH(z,0) T H,(%0)
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Konvergiert dieses Produkt gleichméssig in jedem ganz in R
gelegenen Teilbereich (jeweils nach Abtrennung endlich vieler
Glieder), so stellt es eine gesuchte analytische Losungsfunktion
in N dar. Andernfalls bilden wir in P,

1+1 (Z 0)
H,(z,
Dieser Logarithmus ist in P, emdeutlg. Denn es ist
H,,,= ) H,.,&) q-—pHatt 4@
H (z,ty (A—bdHatt H, (z,)  2,(2,0
Dabei sind 2, ; und 2, stetig und von Null verschieden und es gilt
by Ry D=2, 0)=1.
Wir entwickeln nun L, () in P, gemiss Abschnitt 3 nach Funk-

L,(2)=

tionen, die in ganz R regulér sind. Es sei g, (2) eine solche appro-
ximierende Funktion, fiir die in P, gilt

1
| L&) —g,@ | <%
Dann gilt auch

0 | 2 @0 g -
e "< r H (z O) e < e .

Das unendliche Produkt

H, (%,0)- /I

p==1

H,.,,0) RS
H (z,0)

konvergiert gleichmiissig nach Abspaltung von je endlich vielen
Gliedern in jedem P, stellt also in R eine analytische Funktion
mit den vorgeschriebenen Nullstellen dar.

6.Jedeendliche,endlichblittrige Riemann’sche Flidche
% ohne Verzweigungspunkte im Innern ist Regularitiits-
bereich. Wir stiitzen uns auf einen Satz von P. KoeBe: Zu jeder
nichtgeschlossenen Riemann’schen Fldche gibt es eine Funktion
f(@), die sie als ihren Meromorphiebereich hat. Dabei kann f(2)
so gewihlt werden, dass seine Polstellen beliebig wenig vom Rande
der Fliche entfernt sind.!!)

Zum Beweise unserer Aussage approximieren wir R durch
eine unendliche Folge von ganz in N gelegenen Teilbereichen

) Siehe P. KoEBE. Fonction potentielle et fonction analytique ayant un
domaine d’existence donné A un nombre quelconque fini ou infini de feuillets.
C. R. (1909), und 3.
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R, N, (R, ,. Diese N, sind unter unserer Voraussetzung alle
beschrinkt. Wir geben ausserdem noch eine Folge positiver Zahlen
e, mit lime, =0 vor. Auf die &, wenden wir den Satz von KoEBE
an. Wir konstruieren geméiss dem Verfahren von FRrReuNDLICH zu
%, eine Funktion f, (2), die %, als Meromorphiebereich hat und
in & nur Pole aufweist, die um weniger als ¢, vom Rande ent-
fernt sind. Die Regularitédtsbereiche der f, seien mit &, bezeichnet.
Die R sind laut Definition Teilbereiche der %, und weisen keine
Randpunkte auf, die um mehr als ¢, vom Rande der R, entfernt
sind. Also ist
lim &> =RN.
Die Riemann’sche Fldche R, von der wir ausgegangen sind, ist
also von innen durch Regularitéitsbereiche approximierbar. Nun
aber gilt allgemein: Jeder endliche, endlichblitirige unverzweigte
Bereich iiber dem Raum von n komplexen Verdéinderlichen, der
Grenzbereich einer Folge von Regularititsbereichen ist, ist selbst
Regularitiitsbereich.’?) % ist also Regularitiitsbereich. Die Uber-
legungen der vorstehenden Abschnitte gelten daher fiir alle end-
lichen, endlichbléttrigen Riemann’schen Fldchen ohne Verzweigungs-
punkte im Innern.
Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen!

I. Zujeder endlichen, endlichblédttrigen im Innern un-
verzweigten Riemann’schen Fléiche % gibt es eine Funk-
tion f(2), die in M iiberall reguléir und iiber R hinaus nicht
fortsetzbar ist.

II. Werden in einer Punktfolge P einer endlichen,end-
lichblédttrigen nichtverzweigten Riemann’schen Flédche
N unter der Voraussetzung, dass sich die P, im Innern
von N nicht h#dufen, Polstellen mit Hauptteilen vorge-
geben, so gibt es eine Funktion f(z), die sich in den P,
in vorgeschriebener Weise verhilt und im {ibrigen auf
R regulér ist.

ITI. Schreiben wir in einer solchen Punktfolge P,
Nullstellen mit zugeho6rigen Ordnungen vor, so gibt es
eine in N regulédre Funktion, die in den P, in vorgeschrie-
bener Weise verschwindet und sonst ungleich Null ist.

2y Siehe H. BEANKE und K. STEIN, Konvergente Folgen von Regularitiits-
bereichen und die Meromorphiekonvexitit. Math. Ann. 116, Satz 2 (fiir schlichte
beschrinkte Bereiche). Zur Erweiterung dieses Satzes siehe °) und eine dem-
néchst erscheinende Arbeit.



