Schlitzabbildungen
durch rationale Funktionen.

Von LUDWIG BIEBERBACH (Berlin).

(Als Manuskript eingegangen am 20. Februar 1940.)

1. Satz: Die einzigen rationalen Funktionen w=/(2),
welche |z| <1 auf einen Schlitzbereich schlicht abbilden,

gehen aus
A

(1 —y*
hervor, indem man 3 durch eine lineare Funktion von z
ersetzt, die |z|<1 auf |3/ <1 abbildet, und indem man w
als lineare Funktion von w nimmt.

2. Beweis. HEs geniigt zu zeigen: Die einzige unter den
Funktionen

W=

A S S
1 w=z2+ 4 " m>n—1
@) vz 1+bz+-+b,zm° b= i

welche Jz >0 auf einen Schlitzbereich abbildet, ist w—= z>

Die Funktionen (1) haben bei z=0 eine Nullstelle und bei
z=rco ginen Pol zweiter Ordnung. Diese beiden Punkte 0 und o°
liefern somit die Schlitzenden bei 0 und ==. Da (1) die Halbebene
Jz >0 schlicht abbilden soll, haben die (1) in Jz>0 weder Null-
stellen noch Pole. Die (1) nehmen weiter auf Jz=0 jeden auf
der Schlitzgrenze gelegenen Wert w genau zweimal an, und zwar
jeden von 0 und o verschiedenen dieser Werte je genau einmal
auf z>0 and auf z<0. (Die iibrigen z, fiir die w auf Punkte
der Schlitzgrenze fillt, liegen in Jz<<0.)

Wir definieren eine Funktion x=¢({) fiir reelle & dadurch,
dass wir die beiden reellen Werte = und &, in denen (1) den
gleichen der Schlitzgrenze angehoérigen Wert annimmt, einander
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zuordnen. Genauer: Wir definieren x=¢(&) als Losung der
Gleichung
3 | &8 1 | .
® sy D% +ota et a, &+ +a, &
R T e L T J I R
1‘” [ m L e T m s

1re

Daher ist @(&) eine algebraische Funktion. Es ist ¢(0)=0 und
lim @(§)=-rcc. (2) besitzt zwei Losungen, die diesen Bedingungen
&

geniigen. Die eine ist x=¢. Die andere hat bei {=0 eine Ent-
wicklung

3) rx=—E+e, &4 -

Diese ist die weiterhin zu betrachtende. Wir setzen (3) analytisch
fort. Dabei erweist sich ¢(&) als eindeutig. Denn hat ¢ irgend-
eine bei 0 beginnende und bei 0 endigende Kurve durchlaufen,
so kehrt ¢(0) zum Werte 0 zuriick, mit dem der Umlauf begonnen
wurde. Denn anderenfalls miisste ¢(0) nach dem Umlauf eine der
von 0 verschiedenen Nullstellen von

a, 23+ +a, x”
1+bx+- +b,xm

4) 0=uo?+

sein. Lisst man dann aber & einen geschlossenen zum vorigen
konjugiert imaginiiren Weg durchlaufen, so miisste nach dem
Spiegelungsprinzip — denn @(§) ist fiir reelle & reell — der zum
vorher erhaltenen konjugiert imaginéire Wert herauskommen. Auch
dieser miisste der Gleichung (4) geniigen. Da aber (4), wie ein-
gangs bemerkt wurde, in Jz> 0 keine Nullstellen besitzt und da
weiter die einzige reelle Losung von (4) die =0 ist, so kehrt
@(&) bei allen analytischen Fortsetzungen von 0 zu 0 wieder zum
Nullwert zuriick, ist also eindeutig, wie behauptet wurde. Als
algebraische Funktion ist daher ¢(£) rational. Da das Gleiche
auch fiir die Umkehrungsfunktion von ¢(&) gilt, ist @(&) linear.
Wegen ¢(0)=0 und lim ¢(£)=-c° ist ¢(§) ganz linear und wegen

@) ist p(§)=—¢.

Die Gleichung (2) wird daher fiir reelle # und & durch x=—¢
befriedigt. Daher wird (2) auch fiir komplexe & durch o= —5 be-
friedigt. Da nun aber die Gleichung (4) in Jz >0 ausser bei x=0
keine Nullstelle hat, kann sie auch in Jx <0 keine Nullstelle haben.
Denn aus einer Nullstelle von (4) mit Jx<<0 wird durch x=—¢
eine Nullstelle von (4) mit Jz>0. Daher ist (1) mit w=2* iden-
tisch. Denn anderenfalls hat (4) seinem Grad entsprechend stets
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Nullstellen mit = # 0. Nach (1) ist nimlich der Grad von (4) m + 2,
so dass fiir m >0 stets Nullstellen = * 0 bei (4) auftreten.

3. Verallgemeinerung. Das in dieser Note dargelegte ist
zweifellos Spezialfall eines allgemeineren Satzes, der sich auf
Schlitzabbildungen durch andere in ihrem Gesamtverlauf eindeutige
z. B. meromorphe Funktionen bezieht.

Als Beispiel sei noch kurz bewiesen: Die einzigen bis auf
Pole und gewisse in |z|>1 gelegene wesentlich singulére
Stellen reguléren eindeutigen Funktionen w= f(z), welche
|z|<1 auf einen Schlitzbereich schlicht abbilden, sind
die in 1. bezeichneten. (Das eben gebrauchte Wort ,gewisse®
wird unten erldutert werden.) Es geniigt wieder zu zeigen: Die
einzige unter den Funktionen

®) w=fz)=22+a, 2*+....,

welche bei z=rc< einen Pol zweiter Ordnung haben und im iibrigen
bis auf gewisse — unter ni#her zu beschreibende wesentlich sin-
gulére Stellen — regulir und eindeutig sind und die Jz > 0 schlicht
auf einen Schlitzbereich abbildet, ist w= 2%

Die beiden Punkte z=0 und z=-cc liefern wieder die Schlitz-
enden bei 0 und <=, Da die Halbebene Jz>0 durch (5) schlicht
abgebildet wird, haben die () in />0 weder Nullstellen noch
Pole. Genau wie in 2. definieren wir eine analytische Funktion
xz=p(§) durch die Gleichung

(6) f@=f(©)

mit der Entwicklung (3) bei £=0. Genan wie in 2. ergibt sich,
dass @(&) eindeutig ist. In 2. ergab sich die eindeutige algebraische
Funktion ¢(§) als rational. So einfach kann man jetzt natiirlich
nicht schliessen. Wir betrachten die analytische Fortsetzung von
p(&) ausgehend von dem Funktionselement (3) ndher. Wir nehmen
einen zu einem Punkt &, hinzielenden Weg Z, auf dem sich ¢(&)
ausser in &, selbst schon als analytisch regulér erwiesen hat. Wir
werden zun#chst zeigen, dass ¢(&) auch in &, analytisch ist, wofern
nicht &, ein wesentlich singuléirer Punkt von f(z) oder das kon-
jugiert imaginiire eines solchen ist. Ich zeige zuerst, dass

) lim
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existiert Anderenfalls kann man auf L zwei Punktfolgen & +§&,,

&+ &, so auswihlen, dass

) llim p(&) =xy, lim @(&) =y, xy * ay, Jr,- Jry=0.
g koo
Wir setzen noch
2, = (&)

Um die eben ausgesprochene Behauptung (8) zu beweisen, bemerke
ich zunichst, dass aus der Nichtexistenz des Grenzwertes (7) sofort
die Existenz zweier Punktfolgen sich ergibt, fiir die die Behauptung
bis auf J, - Jz; > 0 richtig ist. Wenn fiir diese beiden Punktfolgen
aber Jx,-Jx, <O ist, so muss das durch x=¢(&) erhaltene Bild
des Teilbogens (&,, &) von L fiir gentigend grosse % die reelle
x-Achse treffen. Daher gibt es auf L zwischen &, und &, einen
Punkt &, fiir den ¢(&,) reell ausfillt. Aus diesen Punkten wéhlen
wir eine Teilfolge aus, fiir die hm gv(g,) existiert und verwenden

diese Punktfolge &, statt & g, neben der Folge &,. Tiir diese beiden
Folgen gilt dann die Behauptung (8). Ist nun Ji;>0 und Jz, >0
und gilt nur in hochstens einer dieser Abschitzungen das Glelch-
heitszeichen, so ist auch f(x;) ¥ f(x;), da f(z) die Halbebene Jz >0
schlicht abbildet. Ergibt sich aber, dass Jz,=0 und Jx;=0, so
stelle man folgende Uberlegung an: Man nehme irgend eine x;
und x; trennende Gerade g. Die Bilder der Bégen (&), &) von L
treffen dann fiir geniigend grosse & alle die Gerade ¢ in Punkten
(p(:',;') % Aus diesen wihle man eine konvergente Folge aus
x, ~x,;, und nehme wahlweise & statt &. Ist Jxy >0, so gilt
f(oco) + f(xy). Ist auch Jz;=0, so beachte man, dass f(2) nicht in
den drei verschiedenen Punkten x;, x;, x, der reellen Achse den
gleichen Wert annehmen kann, so dass fiir mindestens zwei der
drei Punktfolgen &P aunf L gilt, dass f(z) in den Grenzpunkten
der «{’ verschiedene Werte annimmt. Erweist sich schliesslich
Jx; <0, so haben wir einen gleich noch zu erledigenden Fall vor
uns. Vorab sei noch bemerkt: Aus

Jw) = 1(&)
S =1(&)
Fg) # ()

lim /(&) * lim /(&)

Daher ist &, eine wesentlich singuldre Stelle von f(z). Es bleibt
nun noch der Fall zu erortern, dass Jx, <0, Jz, <0.(Darauf fiibrt

folgt
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auch der vor wenigen Zeilen zuriickgestellte Fall.) Dann betrachte
man
& o m = P& w2

Der gleiche Schluss fithrt dazu, dass &, eine wesentlich singulére
Stelle von f(z) ist. (Bis auf das Analogen zu dem gerade eben
zuriickgestellten Fall, der aber nun wieder auf &, als wesentlich
singuldre Stelle fiithrt) Wir haben damit bewiesen: Wenn der
Weg L in einem Punkt &, miindet, der weder eine wesentlich
singuliire Stelle von f(z) noch Spiegelbild einer solchen ist, und
wenn ¢(&) auf L tiberall (ausser in &) analytisch ist, so existiert

Ich setze z, =¢@(&,). Ich zeige weiter, dass @(&) in & analytisch
ist. Ist zundéichst auch x, keine wesentlich singuliire Stelle von /(z),
so ergibt sich = ¢(§) durch Auflésung von (6) mit der Anfangs-
bedingung x, = ¢(&,), als analytische Funktion algebraischen Cha-
rakters in &,. Da aber ¢(&) als eindeutig schon bekannt ist, ist
@(8) in & von rationalem Charakter. Ist aber x, eine wesentlich
singuldre Stelle von f(z), also Jz,<0, so betrachte man &, und
zo = @(&,). Da Jx, >0, so ist x, keine wesentlich singulire Stelle
von f(z). Daher ist nach dem eben durchgefiihrten Schluss ¢(&)
in & von rationalem Charakter. Nach dem Spiegelungsprinzip ist
daher ¢(§) auch in &, von rationalem Charakter. Als singuliire
Stellen der eindeutigen Funktion ¢(£) kommen somit ausser Polen
nur die wesentlich singuléiren Stellen von f(z) und deren Spiegel-
bilder in Betracht. Die gleiche Aussage gilt auch fiir die Um-
kehrungsfunktion von ¢(§). Daher ist @(§) nicht nur eine ein-
deutige, sondern auch eine einwertige Funktion. Daher kann sie
weder mehrere Pole noch isolierte wesentlich singuléire Stellen be-
sitzen. So ergibt sich wie in 3., dass x=¢(§f) mit x=—¢ iden-
tisch ist, immer dann, wenn die wesentlich singulidren Stellen von
/(2) z.B. nur in endlicher Anzahl auftreten, oder wenn die Menge
der wesentlich singuldren Stellen von f(z) keine in sich dichte
Teilmenge enthélt. Aber auch dann gilt der lineare Charakter
von @(§), wenn man die wesentlich singuliiren Stellen (also die
Nichtpole) von f(z) in geschlossene Kurven beliebig kleiner Ge-
samtlinge einschliessen kann. Denn fiir diesen Fall lisst sich
die bei der Behandlung der sogenannten hebbaren Singularitiiten
tibliche Schlussweise tibertragen. Damit hat das zu Beginn von 3.
gebrauchte Wort ,gewisse“ seine Erlduterung gefunden.
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Der Beweis der eingangs von 3. ausgesprochenen Behauptung
ist nun rasch beendigt. Aus dem iiber @(§) bewiesenen ergibt
sich némlich wie in 3., dass

f@=f(2)

tiir alle z. Daher bildet f(z) auch die Halbebene Jz <0 schlicht
ab. f(z) bildet daher die volle z-Ebene auf eine zweiblittrige
Riemann’sche Fliche ab und ist daher eine zweiwertige Funktion.
Daher ist sie rational und wegen ihrer iibrigen Eigenschaften mit
z? ideuntisch.



