Uber das Anwachsen von ganzen Funktionen,
die einer Differentialgleichung geniigen.
Von

Geore Pérya.-

{Als Manuskript eingegangen am 5, Juni 1918,)

1. Wohlbekannt ist der Liouville’sche Satz iiber die Approxi-
mation algebraischer. Zahlen durch rationale. Vorliegende Abhand-
lung soll die Frage aufwerfen, ob sich nicht ein Analogon dieses
Satzes in der Theorie der Differentialgleichungen finden liesse?

Es sei « eine reelle irrationale Zahl, und es sei unter allen
rationalen Zahlen, deren Nenner n nicht iibersteigt, die Zahl r, der
Zahl ¢ am niichsten gelegen. Die Folge der rationalen Zahlen

(1) Tiy Tay Fas v Ty oeo

strebt gegen «. Der Liouville’sche Satz hesagt nun, dass die Folge

(1) nicht beliebig schnell gegen « konvergieren kann, wenn e einer

Gleichung m-ten Grades mit rationalen Koeffizienten genfigt.!)
Meine Frage lautet nun so: Die Potenzreihe

(2) =gy -a -+ a4 a, "+

geniige einer algebraischen Differentialgleichung m-ter Ordnung, d. h.
einer Gleichung ‘
3) Bx,yy,y', ... y™) =0,

wo die Funktion B von ihren m -+ 2 Argumenten z,y, v, %", ... y"
rational abhingig ist. Wenn die Reihe (2) eine ganze Funktion (je-
doeh kein Polynom) darstellt, kann dann ihre Konvergenz belichig
schnell sein? _

Die Schnelligkeit der Konvergenz von Reihe (2) wird gemessen
durch-die ‘Schnelligkeit, mit welcher a, gegen Null konvergiert. Je
schneller @, gegen Null konvergiert, um so langsamer wiichst der
absolute Betrag der Funktion (2) mit wachsendem |z| an. Meine
Frage kann also auch so gefasst werden: Wenn eine ganze Funktion

) Vergl. elwa Borel, Théorie des fonctions (Paris, 1898), S, 26ff.
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einer algebraischen Differentialgleichung geniigt, kann dann ibr ab-
goluter Betrag beliebig langsam anwachsen?

Weit entfernt davon, diese Frage erschopfend behandeln zu konnen,
bin ich doch in dieser Richtung zu einem Satz gelangt, der mir nicht
ohne Interesse zu sein scheint, némlich zu

Satz 1. KEs seien die Koeffizienten a,, @, ...a, ... der
ganzen tr anszendenten Funktion
(2) o~ Oy 2~ @y 22 - - = @y 2" - -

rationale Zahlen. Weénn die ganze Funktion (2) einer al-
gebraischen Differentialgleichung geniigt, so ist

- lg|an
%h=n:° 7 (llgn)]2
endlich.

Tch fand diesen Satz, indem ich den Gedankengang einer Unter-
suchung von Herrn Hurwitz') weiter verfolgte. Den Beweis bringe
ich unter 2—4. o

Zum besseren Versténdnis von Satz I sei bemerkt: setzt man

Tim 8l L
nlgn P

N=w
so heisst p die Ordnung, oder, wie ich sagen will, das Wachstum?)
der ganzen Funktion (2). Satz I besagt also ctwas weniger, als dass
das Wachstum einer ganzen Funktion, die rationale Koeffizienten hat
und einer algebraischen Differentialgleichung genfigt, grosser als Null
sein muss. Satz reicht aber hin zu beweisen, dass etwa die ganze
Funktion von 2

wo ¢ einen rationalen echten Bruch bezeichnet, d. h. die réchte Hilfte
einer gewissen Thetareibe, keiner algebraischen Differentialgleichung
geniigh. In der Tat hat man ‘

s g
lim “n (lg n)?

= -— 0,
=0

Betrachtet man anstatt allgemeine algebraische Differential-
gleichungen nur lineare, so kann bei der Untersuchung des Wachstums

1 A, Huarwitz, Sur le développement des fonctions satisfaisant & une équation
différentielle. algébrique, -Annales de I'Ecole Normale, 8¢ série, Tome VI (1889),
S. 327-—332. ‘ i

%) Ich - gebrauche die ungewohnte Bezeichnung ,Wachstum® "an’ Stelle. ‘der
elngebﬁrgelten Bezeichnung ', Ordnting®, ‘weil ‘ich spiiter ‘zu gleicher ' Zeit auf  die
Ordnung einer Differentialgleichung und auf das Wa.chstum der 1111 genugenden
ganzen T'unktlon zut sprechen komme. .
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die Beschrinkung auf Potenzreihen mit rationalen Koeffizienten weg-
fallen. Diese Untersuchung wurde von Herrn Perron') mit bestem
Erfolg und in gewissem Sinne erschopfend durchgefiihrt. Ich gebe
im Folgenden sein fiir meine Fragestellung wichtigstes Resultat,
iibrigens fiir inhomogene Gleichungen ausgesprochen, mit direktem
Beweise wieder (Satz IT) und folgere daraus die [rreduzibilitéit gersser
Differentialgleichungen (Satz IV).

2. Man kann ohne Beschriinkung voraugsetzen, dass die rationale
TFunktion R in Gleichung (3) rational ganz ist, dass ihre Koeffizienten
rationale ganze Zahlen sind, dass die Differentialgleichung (3) diejenige
von niedrigster Ordnung ist, der die Reihe (2) geniigt und dass R
von moglichst kleinem Grade in 3™ ist. Dies alles auf Grund ge-
liufiger Schlussweisen.

Wie gesagt, stiitzt sich der Ausgang meines Beweises auf die
Untersuchung von Herrn Hurwitz.

Ich kann das Notige wohl am allerbesten wiedergeben, indem
ich mit der freundlichen Genehmigung des hochverehrten Herrn Ver-
fassers die betreffende Stelle?) in deutscher Ubersetzung wortlich
wiederhole.

,Bezeichnen wir, der Kiirze halber, mit

Sor Gps + -

rationale ganze Funktionen der Grossen

Yy

mit rationalen ganzen Koeffizienten. Durch Differenzieren von (3)
finden wir eine Gleichung von der Form

(4:) (1n+ 1) ‘f;JZ + gm = 0

Substituieren wir fiir y die Reihe (2), so ergibt sich
(5) Sp=0Cal 4+ k=0

und wir konnen C= 0 annehmen, d. h. wir konnen annehmen, dags
die Reihe (2) der” Gleichung

- OR
-f;n ':"':: ) y(m) =0

nicht geniigt.

1) 0. Perron, Uber lineare Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten
Acta Mathematica, Bd. 34 (1910), S. 139—163.
2) Vergl. a. a. 0. S. 328—329.
Vierteljahrsschrift d. Naturf. Ges, Zarich. Jahrg. 61. 1916, a5
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Dies also angenommen, differenzieren wir die Gleichung (3)
2 g-mal nach z. Wir erhalten

(2 4-20) (n-+20—1) e+ g-4+1) .
(6)y .f;;;+y -f;n+1++y -ﬁm—}—@—d_!wf:m—{—g—'o

wie durch vollstindige Induktion leicht einzusehen ist.

Brteilen wir nun der ganzen Zahl ¢ einen bestimmien Wert,
der der Bedingung m - ¢-+1<m 29 — & geniigt, d. h. der Be-
dingung ¢ >, und setzen wir der Kiirze halber m +2¢=p. Die
Gleichung (6) schreibt sich nun so:

My T g Y T S = 0

Diese Gleichung wird durch die Reihe (2) befriedigt, und sie ist
linear in bezug auf y?, 4?7 ... y® P Ich werde von dieser
Gleichung (7) ausgehen. Indem ich sie g-mal nacheinander differen-

ziere, finde ich

©® ¥, Ay T e
_i_y(p'l—’l“k) [f:m—l—k ——}‘ Qf;n»kk-—l + e (Z)fg?] +‘f;’+9‘k”‘1:0'

Setzt man in dieser Gleichung z = 0, so reduzieren sich die
Koeffizienten von y@ ™2, y@¥e=1 P4 M 4ur gewisse rationale
ganze Funktionen von ¢ mit rationalen Koeffizienten. Diese Funk-
tionen konnen nicht siimtlich identisch verschwinden, da in der letzten
Funktion der Koeffizient von ¢* die Zahl C ist. Also reduziert sich

fur « = 0 die Gleichung (8) auf eine Gleichung
yETD (b b g b, 0%) = G (Yo, Yy - -y E )

wo die ganze Zahl o zwischen 0 und % enthalten ist. Setzen wir
p - q — a =n, so haben wir endlich

(9) y(on) (00 den—+--- e, n“) =@ <"l/0, 3/2)7 . .2/5)”—1)>

fir jeden Wert von n, der eine gewisse Grenze iibersteigt, wobei die
ganzen Zahlen ¢, ¢, ... ¢, ¢ unabhéngig von n sind.“

Ich bemerke mnoch, dass die Gleichung (9) durch n-—m — -
maliges Differenzieren der Gleichung (3), durch Nullsetzen von z und

durch Multiplikation durch eine ganze Zahl entstanden ist.
3. Die Funktion £ hat die Form

B @y, y™) = Z Aatylo(y Y- - - (),
wo die A gewisse ganze Zahlen bedeuten, Xs wird. folgenden mit
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der Funktion 2 verbundemen Zahlen eine gewisse Rolle zufallen:

D ist die grosste unter den Zahlen ky—+/y —+ T+ -+ Fk,,

E ist die grosste unter den Zahlen %, + 2k, -+ -+ mk,,

S =FE—m-+«, wo m die Ordnung der Gleichung (3) ist und
a in der Formel (9) auftritt. Es ist §>0.

Ans dem Glied Az®y™o(y )Ye(y/ Voo o .- (y")em entstehen durch v-
maliges Differenzieren und durch Nullsetzen von x mehrere Glieder
von der Form

By(a(n) y(aoz) J(GOIU) y(an +1). J(amkm'*"m) p—

k3

= B l]oy(()aﬂl +u) yéa,uz +u) .., y(()a‘ukﬂ ),
u=

wobei B eine gewisse ganze Zahl und

m

I+ 2' (“m —+ ey R “ﬂ’ﬁu) =V

nw=0
Ist v =10 —m - e, so ist also

n ku
Ie + 2 (Zl'uﬂj) =n—m-+a

j=1

mn fen
> (i'(ocﬂj —+ y)) =qg—m-t+a—k-+k + 2%k .-+ mk,

=0 \j=1

e

> (2<aﬂ,+u))._<=n+s.

p=0

Die Gleichung (9) kann also sicher in der Form
(10) yg(n) = 3 By@yPy- -y
geschrieben werden, wo
(11) 0<a<n—1, 0<b<n—1,... 0Zi<n—1

a+b4c+ - +Ii<n-+8
und die Anzahl der Zahlen a,b,¢, ... hichstens D ist. Dabei sind
die Zahlen B ganze Zahlen und das Polynom e-ten Grades
g =co+cin—+cynit .- 4 Co N*
hat ganze Koeffizienten. — Alles Folgende griindet sich auf (10)
und (11). ‘

4. Tch will zuerst zeigen, dass ohune Schaden fiir die Allgemein-
heit y,, ¥, ...y als rationale ganze Zahlen vorausgesetzt werden
konnen. Denn sei die ganze Zahl N so gewihlt, dass alle Zahlen
Nyyy Ny, - -« Ny ganz werden. Aus Gleichung (10) folgt durch
Multiplikation mit N” ’

12) (NN )= 3 o (M) (V) L (D),
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wobei (' aus dem fritheren B durch Multiplikation mit einer nicht-
negativen Potenz von N entsteht. Betrachtet man die Funktion Ny
anstatt ¢, so fillt man von (12) nach einer kleinen Verinderung der
Bezeichnung auf (10) zuriick und dabei sind y,, ¥, ¥y, . .. & ganze
Zahlen, —

Sei die Zahl 7'so gross gewihlt, dass T> 8 und dass ftir # > Terstens
ausnahmslos die Gleichung (10) gilt und zweitens g (%) nicht verschwindet.

Teh fithre die unendliche Folge von ganzen Zahlen

(13) Uy Uy Usgy v oo Uy o s (uy =

durch folgende Vorschrift-ein: fir 1 <» < 7T — S sel u, der reduzierte
Nenner der rationalen Zahl y®+", und fiir v > 1'— § sei

uy = g (8 -+v).
Ich fithre ferner die unendliche Folge von ganzen Zahlen
U, Uy, Uy, ... Uiy .. :
ein, deren Glieder Potenzprodukte der Zahlen (18) sind. Hs ist niimlich
U, = ugﬂ ug?] ugﬂ e ugﬂ,

also z. B.
U, =u, U, =uu, U, = 1§ ag g, . ..

Ist 1<e<w, 1Z<f<w, ... 1<i<v und
a4 FAZ,

so ist U, teilbar durch das Produkt u, Us Us... U,
Es tritt ndmlich die Zahl «; (j <w») im Produkte wu, U Ug... U,

in der Potenz . ; .
1[5 5
auf, und in U, in der nicht geringeren Potenz [—1;—]

Ist n> 8, so ist y U, s eine ganze Zahl

Fir n=8-+1,8+2,... 7 ist diese Behauptung evident. Sei
also #» > 7 und die Behauptung fiir jede ganze Zahl, die grosser als
§ und klemer als n ist, als erwiesen angenommen. Tn diesem Falle
ist also nach (10)

(19 v =yPu,_s= S Byy) .. .yPyP. ..y
Ich unterscheide. mehrere Iille:

1) Alle Zahlen a,b,...9,%,...0 sind <8, Dann ist das Glied
By@y®. .. y® eine ganze Zahl, folglich auch das Produkt -

Uy—s
=8 Byu@y® - 0,
(15) e By g
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2) Bs ist @ > S, b,¢,...1 sind < & Dann ist, weil doch a <n,
das Produkt
BU,_gyy®...y0

eine ganze Zahl, und folglich auch das Produkt (15).

3) Es gibt zwei oder mehr Zahlen @, b, . . . g, die > S sind, wihrend
die ibrigen %,...[ alle < § sind. Es ist nach der Voraussetzung der
vollstéindigen Induktion - ’

BU, sy@U,_gy?...U _gy0yP.. .y
eine ganze Zahl. Aus (11) folgt aber im vorliegenden Falle
a—8S+b—8~4-4g—8Zn—~F8

und daher ist wieder das Produkt (15) eine ganze Zahl.

nS

- Multipliziert man also beide Seiten der Gleichung (14) m1t
Up— 8 3

so ergibt sich, dass g/(()”) U,_ eine ganze Zahl ist, w.z b. w.
Daraus folgt nun Satz I durch einfache Rechnung. Hs gibt un-

endlich viele Zahlen n, fiir welche y = 0, fir welche also (an diesem

Punkte greift die Rationalitit der Zahlen y® mit vollem Gewicht

in den Beweis ein)
Iyém Un_sfg 1,

also
_ Ly 1 1
O] =" = nl| U, _g] = 01| 0,]
lg|a,|=—1gn!—1g| U, | = —1gn!—~§'\[~’?—] Ig | oy |.

‘Auf die Definition der Folge (18) guriickgreifend, bestimmt' man leicht
eine Zahl M so, dass fir jeden Wert von

|, | < Mnc.
Es folgt weiter

2%

lg|a,|= — nlgn — >z 1g| u;|
= =¥
k2
= —nlgn—n(lgM~algn) 23{
=1
= —nlgn —n(lgM+algn) (1 41gn).
Da dies fiir unendlich viele n stattfindet, ist

— lg|a, |
S gy =
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Derselbe grisste Grenzwert ist offenbar <0, und damit ist Satz I
bewiesen.

5, Herr Perron hat in seiner erwihnten Arbeit u. a. bewiesen,
dass eine ganze transzendente Funktion von positivem, endlichem
und rationalem Wachstum sein muss, wenn sie einer linearen (homo-
genen oder inhomogenen) Differentialgleichung mit rationalen Koef-
fizienten geniigh. Er hat auch erforscht, wie das Wachstum der
ganzen Funktion mit den Koeffizienten der Differenzialgleichung zu-
sammenhéingt. Von der Mannigfaltigkeit seiner wichtigen und tief-
greifenden Resultate betrifft unsere Frage hauptséichlich das folgende?):

II. Gentigt die ganze transzendente Funktion
(16) » D0+DIW+D2QJ2+...+ann+.‘_

einer linearen, homogenen oder inhomogenen Differential-
gleichung m-ter Ordnung mit rationalen Koeffizienten, so

ist ihr Wachstum nicht kleiner als %, d. h. es ist

lim M‘—LZ~—¢7L.
nee Hlgm =

Satz II besagt mit andern Worten, dass die Potenzreihe (16)
einer ganzen Funktion, die Losung einer Gleichung der erwihnten
Art ist, nicht schneller konvergieren kann als die Potenzreihe

a? z® at

x
1 -+ 92m -+ _3—37;7 —+ e - .

Um dieses durch Satz II ausgedriickte vereinzelte Resultat zu
beweisen, bedarf man natiirlich nicht der vollen Perron’schen Theorie.
Ich zeige im folgenden einen ganz einfachen Abkiirzungsweg, der zu
Satz II fithrt.

Ich schicke voraus den Satz
III. Die unendliche Zahlenfolge J
a7 D, D,D,, ...D, ...

soll nicht aus lauter verschwindenden Gliedern bestehen
und soll der Differenzengleichung

(18) D,+a’D, ,+a) D, o+ - +a’D, =0

geniigen.

1 A, a. Q. letzte Zeile von Theorem V.
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Yoal oo al der ganzzahligen Vari-

ablen v seien folgenden Bedingungen unterworfen:

Die »Funktionen cc(

(19) a” 40 (r=0,1,2,3,...)
(20) || <awm (=1,2...7;v=1,2,8,...)
(@, m positive Konstanten).
Dann ist ’
— D,
en 31=r1l "9_11(/77‘ > —m

Ich fuhre die r-zeiligen Matrices

1 a[(”) (1’) a(”) (1’) 0
1 et Y1 @,
(v +1) (1’ +1) (v+ 1) v +1)
01 Oy cee Uy g Gy @,
00 1 (v+2) (v +2) a(.v+2) a(,”w
9—-3 1-2 pe=1 [
= 5 —Bv:-—-—

o _ - -

00 0 | gOFT TN G ET I gD g

ein. Die r Gleichungen

D +a(1") D,,,|1+ ?’)—1 D1,4.9-_1: —'—a'om Dv+'r
D,y “Y—Jrzl) D, 1= “‘;-V—Jrll) D,,,— “SJH) D, 11
Dv+r~1 (1'+7—1)D1’+1 'E: i al)Du+r+1“ "'““§T+1'—1)Dlv+zr—1
lassen sich so zusammenfassen

AV (Dv’ Dv-l—l’ e Dv+r—1) = Bv(Dv-i—'r’ Dv+7‘+1‘ e Dv+29’——1)
oder auch so

(DpDyyypeo- Dy Y=A7'BAD, oD,y Dypgny).

Wendet man letztere Formel auf v =0, », ... (u — 1) » an, so erhilt
man duorch Elimination

(22) (Dy Dy ... D

71

y=A7'B,A'B, ...

) ‘A— —1 B(,u—-l)? ( wi? D mrg1 Dm'-}-'r-—l);
An diese Gleichung will ich die weiteren Schliisse ankniipfen.
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Um ‘die nun folgenden Abschitzungen gleichmiissiger zu gestalten,
will ich annehmen, dass die in Ungleichung (20) auftretende Zahl a
noch den Ungleichungen

(23) a>1
(24) a>|d?] (i=1,2,...7)
geniigt.

Die Determinante der Matrix 4 ist =1, und darum gind die
Elemente der Matrix A:l Unterdeterminanten 7 ~— 1-ter Ordnung
der Matrix 4. Daher ist kein Element der Matrix Av_1 dem ab-
soluten Betrage nach grosser als

r—Da"a@+1"a@+2". . al4r— 2" =

pe1 (v b9 — Q)1
= (7‘ - 1)‘ a W !

(es wurde von (20) und (23) Gebrauch gemacht). Folglich ist kein
Element der Matrix A:le absolut genommen grosser als

IKG

P (71 [ 1)! a’)-_,.l (’H ‘l“ P Q) .a (W+ o 1)7}1 —

(25) v — 1)I™
R Gl ok e ne
- (v—1) y% :
fir v=1,2,8,... Fir v=0 lautet die analoge Schranke (vergl.
auch (24))

rta (r— 1"
Wendet man die Abschiitzung (25) p-mal an, so findet man, dass

alle 7?2 Elemente der in Formel (22) auftretenden Matrix

—1 -1 —1 .
A, " B, A " B,... Acu—l)v' B, _y,

dem. absoluten Werte nach unter der Schranke

— 9 ¢ —1)1" . — 1
" 1‘7'!a7(7"~—-1)!m-7”!a7(4 DIy =)

(26) - (r — 11" (yr—r—11" =
_ L RPN . 1 Yo
= (rla 7)" (pr—1)!

1972

bleiben,
Unter den » Zahlen Dy, D, ... D, _,

D,, von Null verschieden sein. Denn sonst folgte, aus der Bedingung
(19), dass. auch alle Zahlen D, D, ,, D, ,, ... verschwinden. s

heisse DMH“ eine der absolut grossten unter den # Zahlen D, .,

muss wenigstens eine, etwa
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Dyyiqrei- Dy oy Mit Benutzung der unter (26) erzielten Schranke '
folgt nun aus (&2) :

Lo’y (wr — D"(| D

+’ ,u)+ll+ ’ ,ur+1——1

wr

also
| Ds |
= (@la" ) (wr— 1™

D

nr+ 8,

woraus sich (21) durch gelaufige Schlisse ergibt.

6. Kine lineare Differentiaﬂgleichung m-ter Ordnung mit rationalen:
Koeffizienten, die mindestens ein fiir © = 0 reguliires Integral besitzt,.
lasst sich immer in die Form

By@)y+o P, (@)L o P()‘”+ -
@7

" B, @) Y = Q@)
setzen'), wo @ (x) ein Polynom ist,
B’(CL’) =¢, ¢,z T R G=0,1,2,...m)
und die Konstanten ¢;; den drei Bedingungen:
oo | oo | F o [ H 00 [>0
(28) Voo | [0, [+t ], [>0

\cmol+‘ 7zll+icmzl+ '+\Gm,ri>0
geniigen.
Fiihrt man die Polynome in v

' fo(v)=co’0 F o0 vt6y, v(v——l)—%—‘-‘—}—cml,ov(vu—-l)...(v——m—i—l)"
SiW)y=¢, +o vt v@—1) e, v@—1)...(v—m~+1)
L@ =cy g6 v+, v—1)"4 e, ,v—1)... (v —m+1)

fi@)y=c¢y,+o v+, v@—1D+ e, viv—1).. . (v—m-+1)
_ein und setzt man die nicht abbrechende Potenzreihe

y=D0+D1.’IJ+ Dzmz"‘{"""i—‘.Dnmn“‘,—"'

in die Gleichung (27) ein, so schreibt sich der Koeffizient von
an der linken Seite von (27) folgendermassen

fo("+"~)Dv+a~+f1('"+r 1)D+1—1+ +f(v)D

) Vergl Perron a. a. 0. 8. 141. Die Bedingung, dass mindestens ein Integral
flir £ =0 regulir Se], Jst fir die Ableitung der ersten der drei Unglelthunven (28)
wesentlich.

v
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Man beachte, dass kraft (28) die Polynome f; (v) und f, (v) nicht
identisch verschwinden kénnen.

Abgesehen hochstens von einer endlichen Anzahl, haben alle
positiven ganzen Zahlen v folgende Eigenschaften:

v+ 7 ist grﬁssér als der Grad von @ (z),
fy (v +7) 0,
7, () == 0.

Abgesehen von einer endlichen Anzahl Werte von » besteht also
.die Gleichung

-f;‘ (y)Dv+‘f;'—l(y+1)D1l-l~l+.‘.+f() (’U—l—?‘)D,‘,_‘_,.:O,

-oder auch die Gleichung

Dot Doa T Dt
(29)
htFN 5 0
1 @) PR

Diese Gleichung erfilllt nun von einem gewissen Werte von v ab
fiir alle folgenden die Bedingungen des Satzes IIL. Tsf aber % irgend-
-eine Zahl, so ist :

nlgn .
,31_“; CES Y S

und daher folgt aus dem auf die Gleichung (29) angewandten Satz 11T
ler zu beweisende Satz 1I. —

Hinige Bemerkungen noch zu dem eben bewiesenen Satze II!
Gteniigt eine ganze Funktion einer nichtlinearen algebraischen
Differentialgleichung von der Ordnung m, so kann ihr Wachstumn wohl

dkleiner als % ausfallen. So geniigt z. B. die Funktion
Vo | Ve 2 8
s SRS A R
der Gleichung

T1-er Ordnung, wéhrend ihr Wachstum durch '/ gemessen wird.

Satz I gibt eine untere Grenze fiir das Wachstum einer ganzen
JFunktion, die Integral einer linearen Gleichung von der Ordnung m
ist. Eine endliche obere Grenze kann nicht angegeben werden, da
doch Funktionen von beliebig hohem endlichen Geschlechte schon
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einer Gleichung erster Ordnung gentigen knnen; wie etwa das Beispiel

day -1

y=ewp’ Az 1990 y=0

zeigh, wo p positiv ganz ist.

Wichtig ist ferner, dass die untere Grenze, die der Satz IT fiir
das Wachstum angibt, die bestmogliche ist. Sie wird erreicht durch
eine Lisung der Gleichung '

1 d” _2 am— 1,( (l
COBES dx o;/z+ w " Exmmij ’*‘""’*““m—d J _‘./”‘0
WO gy gy == v th, Konstanten bedeuten.

Um dies einzusehen, betrachte man das Polynom m-ten Grades
P()=z(z—1)...z—m—+1)+az(z—1)...(g—m—-2) 4+~

ne

. t &
+ a’m—'—l B = 2 v am—v (,,)‘

v=1
Ks ist
P(0) = 0.
Hs sei r die grosste ganzzahlige Wurzel von P(2), also »>0. Die
ganze Funktion
x'i"*"ﬂ

(31) S (@) ="a"—+ qgl Pe L0 Pr 9. Portn)

geniigt der Gleichung (80) von der Ordnung m, und sie selbst hat
das Wachstum _1,

Aus dem Umstande dass die Funktlon (81) die durch den Satz II
angegebene untere Grenze erreicht, kann geschlossen werden, dass
die Gleichung (30) irreduzibel ist, wie ich es sofort niher aus-
fithren werde. :

7. Man kann den Begriff der Irreduzibilitdt fiir homooene kineare
Differentialgleichungen auf verschiedene Weisen fassen, indem man
das Rationalititsbereich der Koeffizienten verschieden fegtlegt. Eine
gewisse Wichtigkeit kommt dem folgenden Irreduzibilitdtsbegriff zu:
die Differentialgleichung

B@)y + By (@) L+ By @) 2Y R, @) Y o,

wo R, (), By (¥),...R, (x) rationale Funktionen von « mit (beliebigen
komplexen) konstanten Koeffizienten bedeuten, heisst irreduzibel, wenn
kein Integral von ihr einer Differentialgleichung #hulicher Art aber
von niedrigerer Ordnung geniigt.  Dieser Irreduzibilititshegriff ist
dem am Ende von 6 ausgesprochenen Satze zugrunde gelegt:
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IV. Die Differentialgleichung.

7 —1 d’”y ne— 2 dm —1

(80) = ) +a,x LY ., 4y —y=0

A1 m—1 g
ist irreduzibel.

Ich bezeichne die Operation, die durch die linke Seite von (30)
auf y ausgeiibt wird, mit ¥, d. h.

we—1 am m—2 dmﬁl 74
91 = X da,‘m —‘I-- (&1 X *d’x;n:f ”"[— o + am_lr _d‘a? - 1.
Wire die Differentialgleichung (30), d. h. die Gleichung
(30) Ay =0

reduzibel, so set

d?‘-—ly
a1

By=10,(

L (z b @)y =0

eine homogene lineare Differentialgleichung von geringster Ordnung
r (1 <7 <m), die mit (30") ein Integral gemeinsam hat, und deren
Koeffizienten 3, (z), b, (®), ... b, (x) Polynome in z sind. Dann gibb
es bekanntlich?) einen homowenen linearen Differentialausdruck

@ . am— ar—r —1 )
=0 @) v da” " +0 (@) — = dd" =t + 0y ((I)),
deren Koefﬁzienten ¢, (), ¢, (®), . .. ¢, . (x) rationale Funktiomen
sind, so beschaffen, dass
' Ny=ECBy.

Diese Tdentitit gilt fiir jede Funktion y. Ich setze insbesondere
y=Jj(x), wo f(x) durch (31) definiert ist. Ich werde zeigen, dass.
die sich so ergebende Gleichung

(82) Af(x)=ECBf(x) =0
unméglich . ist.

Die Funktion

(83) BS @) =b, @S (@) + @ T @)+ 0, (@) (2)

ist eine ganze Funktion, aber sie ist kein Polynom. Denn sonst
hitten wir in S (x) eine ganze Funktion vom Wachstum —;7<% ge-
funden, die einer linearen Differentialgleichung r-ter Ordnung genﬁgt,

1) Vergl. etwa L. Schlesinger, Handbuch der Theoue der linearen D11°fe~
rentialgleichungen, Bd. I, 'S. 84.
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was durch Satz II ausgeschlossen ist. Alse ist die Funktion (33)
eine ganze transzendente Funktion. Ihr Wachstum kann, wie aus
den Elementen der Theorie der ganzen Funkfion folgt, die Zahl ;7
mnicht iiberschreiten. Da nun

1 1

w S m—r
ist, kann, ebenfalls nach Satz II, die Funktion % f (x) keiner linearen
Differentialgleichung m — 7;;t(31‘ Ordnung mit rationalen Koeffizienten
geniigen: eine solche wire jedoch die Gleichung (82). Tolglich ist
{82) unmoglich und die Gleichung (80") ist irreduzibel, w. z. b. w.



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15

