Die Kurven konstanter Erzeugungswirme
fiir elastische Fliissigkeiten.

Von

A. FLIEGNER.

Wenn eine elastische Fliissigkeit aus einem Raum mit hoherem
Druck vollkommen adiabatisch ausstromt und in einem anderen
Raum unter tieferem Druck isoliert zur Ruhe kommt, so nimmt sie
schliesslich, wie die Thermodynamik nachweist, aussen dieselbe Er-
zeugungswirme A (U-pv) an, die sie vorher im Inneren hatte.
Fiir ein vollkommenes Gas, welches sonst gentigend genau der Zu-
standsgleichung pv = RT folgt, sollte man daher erwarten, dass
seine Temperatur aussen wieder der inneren gleich wird. Die be-
kannten Versuche von Joule und Thomson aus dem Jahre 1854
haben aber eine gewisse Abkiihlung ergeben, und dieses Verhalten
ist spiter von Linde fiir seine Maschinen zur Verflissigung der
Gtase ausgenutzt worden. Bei weiteren, von anderen Beobachtern unter
anderen Verhiltnissen angestellten Versuchen hat sich dagegen auch
nach der Beruhigung umgekehrt eine Erwidrmung des Gases gezeigt.
Und zwar trat fur gleich bleibende Pressungsgrenzen die Abkiihlung
bei tieferen, die Krwirmung bei hoheren Temperaturen auf. Da-
zwischen lag eine Grenze, bel der sich die Temperatur nicht d@nderte.
Diese Grenztemperatur wird ,,Invérsionstemperatur“ genannt.

Allerdings versteht man unter dieser Benennung mnicht immer
genau das Gleiche. So nehmen z. B. Olszewski!) und Dickson?)
zwel bestimmte, endlich verschiedene Pressungen an, innen p,,
aussen p,, und suchen dazu diejenige innere Temperatur 7 auf, fiir
welche die dussere 7, der innern 77 gleich, oder der Quotient

Tl"‘ T2 —_ 0
P1— Dy

!) Phil. Mag. 1907, Bd. 138, S. 722—7%4.
%) Phil. Mag. 1908, Bd. 15, S. 126—146.
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wird. Das ist ihre Inversionstemperatur. Diese ergibt sich dabei als
abhiingig von beiden Grenzpressungen p; und p,. Andere dagegen,
wie Porter') und Vogel?), nehmen die Differenzen unendlich klein
an, d. h. sie setzen den Differentialquotienten

T
L =0
Die so bestimmte Inversionstemperatur hingt nur noch von einem
einzigen Druck ab. Diese zweite Erklirung des Begriffes ,Inver-
sionstemperatur® ldsst einfachere Formeln erwarten. Ausserdem
diirfte sie auch die fiir die technischen Anwendungen zweckméssigere
sein. Daher will ich mich ihr bei den folgenden Entwickelungen an-
schliessen. :

Um festzustellen, unter welchen Bedingungen eine Abkiihlung,
unter welchen eine Erwirmung auftritt und wo die Grenze liegt, er-
scheint es als das Hinfachste, unmittelbar die Kurven konstanter
Erzeugungswirme, A (U-+pv) = const.,, nach dem Verlauf der
Temperatur gegeniiber dem Druck zu untersuchen. Solche Unter-
suchungen liegen auch schon vor, nur haben sie teilweise auf recht
unbequeme Ausdriicke gefiihrt. Namentlich lassen sie aber die Vor-
ginge in der Nihe und innerhalb des kritischen Punktes ganz un-
beriicksichtigt, und gerade diese spielen bei den Anwendungen auf
Verfliissigung der Gase eine wichtige Rolle.

Bei Untersuchungen dieser Art darf natiirlich nicht mehr die ge-
wohnliche Gasgleichung in der einfachen Gestalt pv = BT verwendet,
vielmehr muss von einer der allgemeinen Zustandsgleichungen aus-
gegangen werden. Als solche will ich hier die von van der Waals
aufgestellte benutzen, weil sie unter allen vorgeschlagenen Gleichungen
noch die einfachste Gestalt besitzt. Sie gibt zwar die wirklichen
Verh#ltnisse durchaus nicht gemau wieder, aber doch immerhin
wesentlich richtig. Daher konnen die folgenden Entwickelungen und
Ergebnisse allerdings auch keinen Anspruch auf zahlenméssige Ge-
nauigkeit erheben. Dagegen sollten sie das Wesentliche der zu unter-
suchenden Vorgiinge ebenfalls richtig erkennen lassen. Soweit fibrigens
die dabei nodtigen Formeln noch nicht in den thermodynamischen
Lehrbiichern enthalten sind, soll der Deutlichkeit wegen ihre Her-
leitung kurz angedeutet werden.

Die Zustandsgleichung von van der Waals hat die Gestalt:

a
M) (2 ) 0= =R,
1) Phil. Mag., 1906, Bd. 11, S. 554—568.

?) Sitzungsberichte d. Kgl. Bayr. Akad. d. Wissenschaften, Math. phys. Kl
1909, S. 111
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worin @, b und B Konstanten bedeuten, die fiir jede Gasart besondere
Zahlenwerte besitzen.

Als Vorbereitung fiir die weiteren Untersuchungen miissen zu-
néichst einige thermodynamische Grdssen bestimmt werden, so wie
sie dieser Zustandsgleichung entsprechen. Zuerst ist es nbtig, das
Verhalten der spezifischen Wirmen: ¢, bel konstantem Volumen
und ¢, bei konstantem Druck festzustellen. I'iir diese Grossen gelten
die allgemeinen Beziehungen:

(%C;;)) AT(&P)’ (%%) = _AT(E)T’) (2)(3)

Die partiellen Derivierten auf den rechten Seiten dieser beiden Aus-
driicke miissen aus der Zustandsgleichung berechnet werden. Zu
diesem Zwecke differenziert man Glchg. (1) zunachst einmal voll-
stindig. Das gibt:

(v—"0)dp + pot—a

a(v—2b)
v’

dv=RdT. (4)

Setzt man in dieser Gleichung erst dv == 0, dann dp = 0, so erhilt
man die beiden ersten partiellen Derivierten zu:

(23) = vPTb (%)1 = Wf—ﬁ;m (5)(6)

Nach Glchg. (5) ist (0p/87), von 7' unabhingig. Daher ver-
schwindet die zweite partielle Derivierte (82p/07?),, und damit folgt
aus Glchg. (2), dass ¢, von v unabh#ingig sein muss. Dagegen
kann es sich vielleicht mit 7' &ndern. Awusreichende Versuche iiber
diese Grosse liegen fiir die tiefen Temperaturen, die hier in Frage
kommen, noch mnicht vor. Bisher ist nur atmosphérische Luft von
Witkowski!) untersucht worden. Dieser Beobachter findet, dhnlich
wie Lussana, die spezifischen Wirmen vom Druck abhéingig. Er
gibt fiir Luft

¢, = 0,169 +a(p—1),
wo p in Atmosphiren zu 760 mm Hg einzusetzen ist. o« hingt von
der Temperatur ab, und zwar wichst es angendhert hyperbolisch von
0,00008 bei 0° C bis 0,0135 bei — 140° C. Dieses ¢, wire also eine
Funktion von p und 7, oder, wenn p nach der Zustandsgleichung
eliminiert wird, von v und 7. Eine derartige spezifische Warme bei
konstantem Volumen steht aber mit der van der Waals’ schen
Gleichung nicht im Einklang. Wollte man Witkowski folgen, so
miisste man eine andere, verwickeltere Zustandsgleichung benutzen.
Da es aber hier mehr auf wesentliche Ergebnisse abgesehen ist, so

1) Phil. Mag. 1896, Bd. 42, S. 1—-37.
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soll der EKinfachheit halber das sonst oberhalb 0° C gefundene Ver-
halten auch unterhalb giiltig angenommen und angenihert
(7) ¢, = const.
gesetzt werden.

Wie sich dabei ¢, verhilt, lisst sich aus den Glchgn. (6) und
(3) nicht herleiten, weil sich aus (6) v nach der Zustandsgleichung
nicht eliminieren léisst. Um ¢, zu bestimmen, muss vielmehr von der
anderen allgemeinen Gleichung der Thermodynamik ausgegangen
werden :

— A7 (22) (2.
®) T = AT(@T)U(M),,
Sie gibt mit Glchg. (5) und (6):
B RBv®
©) G —0=AT v—0b pv*—a(v—20) =/ (v, T).

Eliminiert man hier nach der Zustandsgleichung erst 7, dann p, so
erhéilt man:

p v +
(9a) ¢p—C = ARE)%(L(O(L—UW = f(p,v) oder:

A R*Tv? ,
(9b> Cp—Cp == RTv'—2aw—0)? :f(v7 T)-

Als f(p,T) lidsst sich die Differenz nicht darstellen.

Jetzt gehen die in der Thermodynamik gewdhnlich mit X, ¥ und Z
bezeichneten Funktionen zu berechnen. Es ist ndmlich nach Glchg. (7)
und (5):

. ey (0T o v—0
(10) x=2 (W)ch ——
und nach Glechg. (9a) und (6), gleich vereinfacht:
_ e (0T  pvP—alv—2b) o, a
1 =% (5,),= " dqe 0T

Dieses Y ist eine kiirzere Bezeichnung fir Z--p, so dass weiter folgt:

. pvi—a(v—20) @
(12) Z = G,U——A‘R-'Ua—"“ o
X und Z bedeuten die beiden partiellen Derivierten der inneren
Arbeit U =f(p,v) nach p und v; d. h. es ist dU = Xdp -+ Zdv,
oder mit Glchg. (10) und (12): .
1)3

aU = 15% [(v—~ bydp +Mdv] +%dv.

Die eckige Klammer geht nach Glchg. (4) durch EdT zu ersetzen,
daher schreibt sich einfacher:
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(ZU:%(ZT—I—%(ZU, (13)
und hieraus folgt endlich durch Integration: .
U= T—=~+U, (14)

Die Zustandsgleichung von van der Waals fithrt also auf eine
innere Arbeit, die nicht nur von der Temperatur abhiingt, sondern
auch vom Volumen. Sie wichst gleichzeitig mit jeder dieser Zustands-
grossen. Dabei ldsst der Ausdruck fiir U unmittelbar erkennen,
dass die Integrationskonstante U, dem Wert der inneren Arbeit fiir
7 =0 und v=oc0 bedeutet, also fiir Ruhe der Molekeln bei unend-
licher Zerstreuung. In diesem Grenzzustand wiirde der Korper keine
kinetische Molekularenergie mehr enthalten, wihrend die potentielle
Energie umgekehrt ihren grossten Wert erreicht hitte. Der Zahlen-
wert von U, geht aber auch hier nicht anzugeben, und da sich diese
Integrationskonstante doch bei allen Rechnungen weghebt, so .soll
sie weiterhin tiberhaupt weggelassen werden.

Schliesslich muss noch die Frzeugungswirme F = A(U-+pv)
dargestellt werden. Sie ergibt sich nach Glchg. (14) unmittelbar zu:

E=0UT——A%+A]W=f(p,v,T). (15)

Ersetzt man hierin nach der Zustandsgleichung (1) erst 7', dann p,
so schreibt sich diese Grésse auch:

B=[% (1) do|p &% (0— ) — 4% = f(p,0), oder (16)

ARv
v—0b

E— (cv—l— ) T—245% = 7 (T,0). (17)
Die weiteren Entwickelungen und Formeln vereinfachen sich
‘nun wesentlich, wenn man statt der gewdhnlichen Zustandsgrossen
p, v und 7' reduzierte Koordinaten einfithrt,-bezogen auf die
Werte py, v, und 7}, im kritischen Punkt des Kérpers als Kinheit.
Mit diesen kritischen Grossen hingen die Konstanten «, b und B der
van der Waals’schen Zustandsgleichung so zusammen, dass ist:

1 8 prv ;
a=3pvi, b=gu, R=—3—J'TT"- (18)

Fihrt man diese Werte in die Zustandsgleichung (1) ein, und ersetzt
man dann die auftretenden Quotienten durch die reduzierten Ko-
ordinaten, nédmlich:

P v
D =T, —
P Vi

= o, —T—:'c, | (19)
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so erhilt man als reduzierte Zustandsgleichung von van der
Waals:

(20)  (nt 2)Be—1) =8r

Diese Gleichung enthiilt keinerlei besondere Konstanten melr. Sie
gilt also unveréindert fiir alle Gase, entsprechend dem Gesetz der
korrespondierenden Zusténde.

s muss jetzt noch die Erzeugungswirme E in reduzierten Ko-
ordinaten ausgedriickt werden. Um dabei die fiir jedes Gas ver-
schiedenen Grossen a, b, B und ¢, aus dem Ausdruck fortzuschaffen,
benutzt man zunichst die Beziehung, dass das Produkt aus ¢, mal
dem Molekulargewicht m, die Molekularwiérme, fiir alle Gase ge-
niigend genau den gleichen Zahlenwert:

21) me, = 4,85

besitzt. Ebenso hat fiir alle Gase das Produkt m R den gleichen
Wert, ndmlich:

(22) m R = 845,1ss.

Man kann nun die Ausdriicke fiir die KErzeugungswirme so umformen,
dass in ihmen der Quotient:

. Co mCy —
(23) AR AmEB — 2450 =«

auftritt, der dann auch fiir alle Gase den gleichen Zahlenwert bei-
behalt. A ist dabei mit 1/427 eingefithrt. Wire ¢, = f (7T') angenommen
worden, so h#tte sich auch « von 7" abhingig ergeben.

Jetzt lisst sich zunéchst Glehg. (17) schreiben:

| E:AR(AC%J%Q) P24

Krsetzt man hier das B vor der Klammer sowie a und b nach
Glehg. (18), beriicksichtigt man noch (23) und fithrt man endlich
statt v und 7" nach (19) ¢ und 7 ein, so kann man den Aunsdruck
in die Gestalt bringen:

7 A 87 (% e \__ 6]

(24) ‘ L—Ap,cq;,s[Sr(g—k 3¢ﬁ1> q)]

Fiir den kritischen Punkt 7 =1, ¢ =1 geht er itber in:
(25) E, — Ap,v, [8 (5-+5) - 6] — 45 AP,y

Wollte man jetzt eine reduzierte Erzeugungswirme einfiihren,
die sich, wie die iibrigen reduzierten Grossen, auf den Wert im kri-
tischen Punkt als Finheit bezieht, so miisste man Glchg. (24) durch
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(25) dividieren. Dabel wiirde Ap,v, wegfallen und bei allen redu-
zierten Werten 4,51 als Nenner zu der eckigen Klammer in (24)
hinzukommen. Da erscheint es aber einfacher, diesen Nenner wegzu-
lassen und die Erzeugungswirme lieber auf den Wirmewert der Ver-
dringungsarbeit p, v, im kritischen Punkte zu beziehen. Daher soll
als reduzierte Erzeugungswirme, bezeichnet mit &, die eckige
Klammer in Glchg. (24) eingefithrt werden, oder nach einfacher Um-
formung:
&= —g— . Bj(aT_{;)lly- T — Z = f(g,1). (26)
'S0 gerechnet wird im kritischen Punkt s nicht der Einheit gleich,
sondern nach Glehg. (25):
&, = 4,534, €]

Ersetzt man noch in (26) = nach (20) durch = und ¢, so erhilt man
fiir ¢ den anderen Ausdruck:

Je—Dp—a
=53+ Do—a]|r+ 20020 —pag) (28)

Dagegen lisst sich ¢ nach der van der Waals’schen Zustands-
gleichung nicht als f (=, t) darstellen, weil ¢ nicht zu eliminieren geht.

In den fritheren Ausdriicken fiir die Erzeugungswiirme F hitte
eigentlich noch iberall die Integrationskonstante A U, hinzugefiigt
werden sollen; bei den letzten Werten fiir ¢ wire es der Quotient
U,/p.v.. Jedenfalls trite dieses Glied additiv hinzu, da U,> 0 bleibt,
und es ist daher moglich, dass die in den Formeln angegebenen
Werte von £ und & auf dem Gebiet der Anwendungen auch negativ
ausfallen konnen. Das geschieht allerdings nach Glchg. (27) nur fiir
Kurven, die innerhalb des kritischen Punktes vorbeigehen.

Um Aufschluss tiber die Vorgiinge beim Ausstromen von Gasen
zu erhalten, muss man nun den Verlauf der Kurven konstanter
Erzeugungswirme eingehender untersuchen. In reduzierten Ko-
ordinaten ist ihre Gleichung:

¢ = const, (29)

wobel fiir ¢ einer der Ausdriicke aus Glchg. (26) oder (28) genommen
werden muss. Diese Kurven will ich weiterhin kurz als ,e-Kurven®
bezeichnen.

Betrachtet man zuniichst den Wert fiir ¢ aus Glchg. (28), ent-
sprechend dem Arbeitsdiagramm, so ist sofort ersichtlich, dass
sich die Gleichung mit wachsendem ¢ asymptotisch dem Grenzwerte:

(¢ +1)m ¢ == const.

néhert, also einer gleichseitigen Hyperbel, wie es sein muss.
Vierteljahrsschrift d. Naturf. Ges, Zirich, Jahrg. 55. 1910, 14



210 A. Fliegner.

Zur weiteren Untersuchung der Kurve braucht man noch ibre
Neigung, also den Quotienten dz/dgp. Dieser findet sich durch Diffe-
rentiation der Kurvengleichung nach (28) zu:

dn g (ef)ng'—3@@—1)g+3%
(30) o gl biny ol U

Von den drei Grossen =, ¢ und = haben nur positive Werte
wirkliche Bedeutung. Aus der Zustandsgleichung geht auch sofort
zu ersehen, dass daher ¢ sogar >1'/s bleilben muss. Nach oben zu
konnen dagegen alle drei Grossen bis in’s Unendliche wachsen.

An der unteren Grenze von ¢ folgt nun aus der Kurven-
gleichung (28) und aus (30):

B)  p=1: n=3(9+£),j—:= — 9(a-1) (18-+-¢).
Dieses = wird nur positiv, so lange ¢>—9 bleibt, und da fiir e = —9

nach Glchg. (81) d=z/dp<0 wird, so kdémen Kurven fir e<—9
tiberhaupt nicht wirklich vorkommen. Soweit die &-Kurven dann
moglich sind, beginnen sie bei ¢ = /s fiir wachsendes & mit immer
grosserem o und immer steiler, aber doch ununterbrochen mit dz/dep <0.
Die Isothermen v = const. haben dagegen die Vertikale ¢ = !/s zur
Asymptote. Und daraus folgt, dass die e-Kurven an dieser Grenze
flacher verlaufen als die Isothermen, dass also auf ihnen bei Druck-
abnahme die Temperatur dort ansteigen muss.

Fiir die obere Grenze von ¢ ergeben dieselben beiden Gleichungen
(28) und (30):

: e g 4 _
(32) p=o00: mw =0, qu)AO.

Samtliche &-Kurven legen sich also asymptotisch an die ¢-Achse an.

Nach Glchg. (28) sind nun die &-Kurven fiir ¢ vom dritten
Grade, sie miissen daher diese Achse noch zweimal schneiden, aller-
dings vielleicht in imaginiren Punkten. Das ¢ dieser Schnittpunkte
findet sich, nachdem in (28) = =0 gesetzt worden ist, aus der
quadratischen Gleichung e¢g* =3 («—1)p —a zu:

. _ 3(a—1) bas
(33) p= 2 1) - -
Diese Gleichung gibt fiir ¢, imaginire Losungen, so lange
__1y)2
&)7(“4’ - D 1,081

bleibt. Alle Kurven fiir &> 1,081 treffen also die horizontale Achse
nur ein einziges Mal im Unendlichen. Die Kurve &= 1,031 berithrt
sie ausserdem bei ¢, =38(e¢—1)/2&==1,137, und nur die tieferen
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Kurven schneiden sie noch zweimal. Die reellen Lisungen fiir ¢,
bleiben dann beide so lange positiv, als noch &¢>0 ist, wéihrend fiir
¢<<0 die eine von ihnen negativ wird. Dazwischen fallt fiir e=0
der eine dieser Schnittpunkte mit dem sonst schon im Unendlichen
vorhandenen zusammen. Alle diese Schnittpunkte mit der horizon-
talen Achse gehoren aber dem Gebiet des gesittigten Dampfes
an und besitzen daher keine wirkliche Bedeutung. Es liegen bei den
Kurven konstanter Hrzeugungswirme in dieser Richtung #hnliche
Verhiltnisse vor, wie bei den Isothermen.

Mit e=—9 beginnend, verlaufen nun die wirklich moglichen
g-Kurven fiir 9= '/s so, dass sie mit wachsendem ¢ sinken, bald die
innere Grenzkurve schneiden und in diesem Schnittpunkt bis auf
Weiteres ihre Geltung verlieren. Das geschieht auch mnoch mit der
durch den kritischen Punkt gehenden Kurve, denn fiir o =z =1, also
fiir &, = 4,584, folgt aus Glehg. (30) die Neigung der s,-Kurve zu:

‘ 19
(%)k::—l)—ali?: — 1,519 <0,

In der Umgebung des kritischen Punktes verlauft nun die Grenz-
kurve durchaus stetig. Hbenso gehen auch die &-Kurven vollkommen
stetig ineinander tiber. Daher muss ausserhalb des kritischen Punktes
eine Anzahl von &-Kurven folgen, die, von hohen Pressungen sin-
kend, durch die dussere Grenzkurve in das Gebiet des gesattigten
Dampfes eintreten. Um aber genauer nachweisen zu konnen, wie die
Kurven weiter verlaufen, muss ich eime kurze Untersuchung iiber die
Verhiltnisse der gesiittigten Dampfe einschalten.

Bei der Bestimmung der zur Verdampfung ndtigen Wirme-
mengen hat es sich ganz allgemein eingebiirgert, wie bei Wasserdampf,
von Fliissigkeit von 0° C ausgehen. Fiir Gase liegt aber diese Tem-
peratur weit oberhalb der kritischen, so dass bei ihr eine tropfbar
fliissige Phase gar nicht vorhanden ist. Auch dndert sich, wenn eine
allgemeine Zustandsgleichung benutzt wird, auf der Isotherme fiir 0° C
mit dem Druck sowohl die innere Arbeit, als auch die Erzeugungs-
wirme und die Entropie, so dass sie als Ausgangspunkt ungeeignet
erscheint. Diese Isofherme nimmt eben bei Gasen keinerlei Sonder-
stellung irgend welcher Art ein. Ich halte es daher fiir richtiger,
von dem Ausgangspunkt hei Wasserdampf nicht die zufiillige Eigen-
schaft auf andere Dampfarten zu iibertragen, dass er zum Nullpunkt
der Thermometerskala nach Celsius gewidhlt wurde, sondern die
wesentliche beizubehalten, dass er den Gefrierpunkt der Flussigkeit
bildet. Die Erstarrung erfolgt unter den verschiedensten Pressungen
bei so wenig verschiedenen Temperaturen und Volumen, dass diese heiden
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Grossen, namentlich gegeniiber ihrer bedeutenden Zunahme bei der
Verdampfung, mit geniigender Genauigkeit als konstant angesehen
werden diirfen. Mit dieser Annéherung besitzt der Korper eine Ge-
frierpunktsisotherme 7} = const., auf der gleichzeitig das Volumen
6, = const. bleibt. Diese Linie wird daher eine vertikale Gerade, auf
der dann auch die hier notigen Grossen, némlich die innere Arbeit U,
und die Hrzeugungswirme K, = A(U,~po,) als je konstant ange-
nommen werden diirfen.

Von diesem Zustand ausgehend miissen dem Korper, um ihn bei
konstantem Druck p in einen gesittigten Dampf von der spezifischen
Dampfmenge = zu verwandeln, folgende Wirmemengen zugefiihrt
werden: zunéchst bis zur inneren Grenzkurve mit dem Volumen 6
die TFlissigkeitswiirme ¢, die sich zusammensetzt aus der inneren
Flissigkeitswirme ¢; und der #usseren Ap(6—eq,), darauf zur teil-
weisen Aggregatzustandsinderung die Verdampfungswirme x#, be-
stehend aus der inneren xo und der #dusseren Apxzu. Der erzeugte
Dampf enthélt dann eine innere Arbeit vom Warmewert 4 U, ¢, o,
und es wurde bei seiner Entstehung vom Gefrierpunkt ans die dussere
Arbeit p(6 — 6, 2u) verrichtet. Bei der Erzeugungswirme wird
dagegen die fussere Arbeit von einem Volumen gleich Null aus ge-
zihlt, und es muss daher bei ihr noch die Arbeit p g, hinzugefiigt
werden. Das gibt als Krzeugungswirme eines gesittigten Dampfes

E= AU+ q¢+xo-+Ap(6—0,~+au)+Apo,
oder, da ¢;~+Ap(6—6,) = q ist und ¢+ Apu = r, sowie mit £,
E= E,+q-+xr.
Auf der susseren Grenzkurve wird 2 = 1, daher
B, = E,~q+47r=E 2,
wenn A die Gesamtwirme bezeichnet. Die letzte Gleichung zeigt dann,
dass sich .auf der dusseren Grenzkurve die Krzeugungswirme wie die
Gesamtwirme &ndert.

Von den beiden Bestandteilen, aus denen sich 4 zusammensetzt,
wichst nun ¢ mit wachsendem Druck, wihrend » abnimmé, um im
kritischen Punkt ganz zu verschwinden. Das hat zur Folge, dass 2
fiir einen bestimmten Druck einen Grenzwert annimmt, der, wie die
Dampftabellen fiir SO, und CO, zeigen, ein Maximum wird. Fur
CO, liegt dieses bel etwa !/ip,. Kleinere Werte von 4 treten bis zu
einer gewissen Grenze je zweimal auf, der eine bei hoherem, der
andere bei niedrigerem Druck.

So lange nun eine der vorhin behandelten &-Kurven einer Hr-
zeugungswirme entspricht, die grosser ist, als die des trockenen ge-
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sittigten Dampfes beim Maximum von 4, so kann sie die dussere
Grenzkurve iiberhaupt nicht treffen, sie bleibt vielmehr ganz im Ge-
biet des tiberhitzten Dampfes. Geht eine e-Kurve durch den Punkt
der Grenzkurve, in welchem 4 seinen grossten Wert erreicht, so kann
sie mit der Grenzkurve keinen zweiten Punkt gemein haben, sie muss
sie also dort beriihren. Die niichsten tiefer liegenden &-Kurven
schneiden dagegen die #ussere Grenzkurve in zwei Punkten, sie
treten oben in das gesiittigte Gebiet ein und verlassen dieses in einem
tieferen Punkt wieder. Zwischen diesen Punkten verliert aber die
Gleichung der Kurve voriibergehend ihre’ Geltung; sie miisste dort
durch die fiir gesittigte Dampfe geltende Gleichung ¢ -+x» == const.
ersetzt werden.

Bis zu welchen Werten von & das schliessliche Wiederaustreten
in das {iberhitzte Gebiet andauert, lisst sich aus den bisherigen Ent-
wickelungen und auf Grund der vorhandenen Dampftabellen nicht
entscheiden. Nur so viel lisst sich feststellen, dass alle Kurven fiir
¢ <0, wenn sie einmal in das gesiittigte Gebiet eingetreten sind, in
diesem bleiben miissen, da fiir alle diese Kurven nur einer der Werte
von ¢, aus Glchg. (33) positiv und endlich ausfillt. Daher konnen
auf ihnen nur auf dem kleinen Gebiet von ¢ = /s bis zu diesem
positiven ¢, positive Werte von = auftreten, die aber auch nur bis
zur inneren Grenzkurve wirkliche Geltung besitzen.

Fiir die Anwendung auf Maschinen zur Verfliissigung der Gase
sollte noch der Verlauf der Temperatur auf den Kurven konstanter
Erzeugungswiirme in seiner Abhingigkeit vom Druck bekannt sein.
Dazu stellt man die Kurven am besten in einem Koordinatensystem
dar, in welchem die Werte von = als Abszissen, die von = als Or-
dinaten benutzt werden. Da aber das Volumen aus den Formeln
nicht. eliminiert werden kann, so muss zu dieser Untersuchung von
den beiden Gleichungen (26) und (28) ausgegangen werden, die dann
die Doppelgleichung der Kurve in diesem z-mz-Koordinatensystem
bilden, mit ¢ als Urvariabeler.

Um die Neigung der &-Kurven in der Form v = f(=) zu erhalten,
 muss man zunichst Glchg. (26) fiir & == const differenzieren. Das gibt:

az 8zg—6(39—1)*
do 3 SB(e+1)p—ea]Bp—1)p? (84)

Dividiert man diese @Gleichung durch (lchg. (80), so hebt sich links
do weg, rechts 3 und der Ausdruck [3 (¢—+1)p—«]@?, und es bleibt:

dr _ o 8zp*—6(3p—1)2 . o
dm 8 [(et+1)7mg*—3(e—1)p+20]Bp—1) =/ ). (35)
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Ersetzt man hier im Nenner # nach der Zustandsgleichung (20) durch
v und @, so erhdlt man den Quotienten in der einfacheren Gestalt:

de._ 9 Stp*—6(3p—1)? -
(36) In = T8 St g —tage—1r =/ 9

Zur Diskussion der e-Kurven im z-zx-Diagramm muss man
auch von ¢ ausgelten. An der unteren Grenze von ¢ = /5 hatte
sich nach Glchg. (81) 7 ==3(9-¢) ergeben, wihrend aus der Zu-
standsgleichung (20) und ‘aus der letzten Glchg. (36) dafir folgt:

(87) (p:%: T =0, %:~m2001]st. (e).
Alle e-Kurven beginnen hiernach in der =-Achse gegenseitig parallel.
Dabei entspricht im Arbeitsdiagramm diese Grenze dem tropfbar
fliissigen Zustand, der also im 7z-z-Diagramm an die horizontale
7-Achse zu liegen kommt. Glchg. (37) bestiitigt dann das schon
oben Oefundene Ergebnis, dass bei Druckabnahme von dieser Grenze
aus die Temperatur wichst.

An der anderen Grenze ¢ = oo war = = 0 gefunden worden.
Dafiir geben die Gleichungen (26) und (36):

. _ 3s dr i 27
B8 =0 T= gy, (zn‘m(/ﬂ 1)’

oder, wenn in dz/dx das T aus der davorstehenden Glelchuncr durch ¢

ausgedriickt wird:

dr 9 1
(384a) = Um T Ee T 8t

Diese Grenze entspricht dem gasférmigen Zustand, der also im
t-x~Diagramm von der z-Achse ausgeht. Die letzten Gleichungen
zeigen, dass fiir ¢e<<0 auch 7<<0 wird. An dieser Grenze haben
daher nur Kurven fiir ¢ >0 wirkliche Bedeutung. Diese treffen aber
die 7-Achse unter verschiedenen Neigungen, denn es wird fiir:

(39) v=2T oder 5= 8(at-1) = 61 : 90 =0,

Die Kurven mit < 61,29 kommen hiernach an dieser Grenze mit
dt/dx>0 an, bei abnehmendem Druck sinkt daher die Temperatur
ebenfalls. Auf den Kurven mit &>61,20 bleibt dagegen auch an
dieser Grenze dv/dm<<0, wichst also die Temperatur bei Druckab-
nahme, wie an der anderen Grenze ¢ = !/ mit t=0. Ob aber
solche Kurven im 7-z-Diagramm auf ihrer ganzen Linge zwischen
den beiden Grenzen ununterbrochen mit dz/dx<<0 verlaufen, oder
ob dieser Quotient Vorzeichenwechsel durchmacht, ldsst sich aus den
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bisherigen Entwickelungen nicht unmittelbar erkennen. Fiir die
tieferen Kurven folgt dagegen sofort, dass sie mindestens einen
Punkt besitzen miissen, in welchem die Zunahme der Temperatur in
eine Abnahme iibergeht, wo also eine Inversion auftritt.

In einem solchen Inversionspunkt ist dv/dmw = 0. Da nun in
Glchg. (86) der Nenner nicht allgemein unendlich gross werden kann,
so kann dr/dmx nur dadurch verschwinden, dass der Z#hler ver-
schwindet. Daher folgt als Bedingung fiir das Auftreten einer In-
version:

8rp*—6(8¢ —1)*=0. (40)
Das ist die Gleichung einer ganz bestimmten Kurve, des geo-
metrischen Ortes aller tiberhaupt mdglichen Inversionspunkte. Aus
ihr folgt zunichst unmittelbar:

T, = z— <3 — 3;) 2, (41)

und damit, wernn man diesen Wert in die Zustandsgleichung (20)
einsetzt :

m=9 221, (42)
@

(41) und (42) bilden die Doppelgleichung der Kurve im z-=z-Dia-
gramm. Sie ist schon von Porter (a.o.0.) hergeleitet worden, wenn
auch auf ganz anderem Wege. Da aber die Urvariabele ¢ in beiden
Gleichungen nur im zweiten Grade auftritt, so kann man sie leicht
eliminieren und erhilt dadurch die Gleichung der Kurve in der Ge-
stalt:

7 = 12Y127, — 121, — 27. (43)

Auch Vogel hat (a.0.0.) diese Elimination schon vorgenommen; er
stellt aber umgekehrt 7, = f(n;) dar, was ihn auf einen recht wu-
bequemen Ausdruck gefiihrt hat. (43) dirfte wohl die einfachste Ge-
stalt sein, auf welche die Kurvengleichung gebracht werden kann.
Vogel nennt die Kurve: ,Nullkurve“. Dieser Name ist aber schon
frither von Weyrauch fiir eine ganz andere Kurve eingefithrt worden,
namlich fiir den geometrischen Ort der Berithrungspunkte von Adia-
baten mit Kurven konstanter spezifischer Dampfmenge bei gesittigten
Dampfen. Ich mochte daher vorschlagen, die hier gefundene Kurve,
als den geometrischen Ort der Inversionspunkte, die Inversions-
kurve zu nennen.

Aus den letzten Gleichungen ist die Grisse a verschwunden.
Daher hingt die Gestalt der Inversionskurve nur von der Gestalt
der Zustandsgleichung ab, dagegen bleibt es gleichgiiltig, ob die
spezifische Warme bei konstantem Volumen wirklich gentigend genau



216 A. Tliegner.

von der Temperatur unabhingig angenommen werden darf. Das geht
allerdings noch deutlicher aus der von Porter gegebenen Entwickelung
hervor.

Nach Glchg. (48) ist die Inversionskurve fir die van der
Waals’sche Zustandsgleichung eine Parabel mit geneigter Achse.
Das negative Vorzeichen der Wurzel im ersten Glied wiirde einen
Ast der Kurve ergeben, der ganz im Gebiet der negativen Werte
der = liegt, der also keine wirkliche Bedeutung besitzt. Dieses Vor-
zeichen ist daher gleich weggelassen worden. Aber auch der andere
Ast fiir das positive Vorzeichen der Wurzel gilt nicht auf seiner
ganzen Linge. Denn da = immer positiv bleiben muss, so darf nach
Glchg. (42) ¢ nicht kleiner werden als '/e. An dieser unteren Grenze
selbst wird nach Glchg. (42) und (41).

(44) : @="%0: m=0 7,=>3.

Nach oben zu kann dagegen ¢ beliehig wachsen, und es folgt daher
als obere Grenze:

(45) p=o00: m, =0, z,= /1=091,

Zwischen diesen Punkten bleibt =, positiv, aber auch endlich. Daher
muss es einen gréssten Wert annehmen. Die zugehdrigen Ko-
ordinaten ergeben sich aus Glchg. (42) und (41) oder (43) zu:

(4:6) (p - 1’ nm = 97 z‘)iir = 3‘

Die Inversionskurve ist in Fig. 1) im z-m-Diagramm als kraftig
ausgezogene Linie ACB dargestellt, wobei Punkt 4 den Gleichungen
(44), B den Gleichungen (45) und C den Gleichungen (46) entspricht.
Hinzugefiigt sind dann noch in dimneren Linien eine Anzahl von
e-Kurven. Um die Kriimmung dieser Kurven leichter erkennbar zu
machen, musste der Masstab fir die = doppelt so gross genommen
werden, wie fiir die =,

Bine besondere Untersuchung erfordern die Verhéltnisse, sobald
sich das Glas zu verfliissigen beginnt, sobald es also in einen ge-
sittigten Dampf tbergegangen ist. Das Gebiet der gesittigben
Démpfe befindet sich in Fig. 1 in der linken unteren Kcke, vom
Koordinatenanfangspunkt bis # == 1. Es nimmt aber einen zu
kleinen Raum ein, um alles Notige geniigend deutlich darin ein-
zeichnen zu kénnen. Tch habe daher diesen Teil in Fig. 2 in grosserem
Masstabe noch einmal dargestellt, dabei aber die + und = gegenseitig
gleich gross angenommen.

!) Die dieser Arbeit beigegebenen Figuren sind von meinem derzeitigen Assi-

stenten, Herrn E. Hiuser, berechnet und gezeichnet. Ich spreche ihm auch hier
far seine Mitwirkung meinen hesten Dank aus.
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Ausserdem habe ich in einem Arbeitsdiagramm eine Anzahl
von Isothermen = = const. fir ©<<1 nach der van der Waals'schen
Zustandsgleichung zeichnen und ihr welliges Stiick durch eine Hori-
zontale so ersetzen lassen, dass diese zwischen sich und den Wellen
gleiche Flidchen abschnitt. Diese Horizontale gibt dann den der
Temperatur entsprechenden Sittigungsdruck, wie er angenommen
werden muss, um mit der van der Waals'schen Gleichung im Kin-
klang zu bleiben. Soweit der Zusammenhang zwischen Sattigungsdruck

(1

.

Pig. 1.

und zugehoriger Siedetemperatur fiir kleinere Werte von z und =
aus dieser Zeichnung nicht mehr gut bestimmt werden konnte, wurde
or nach den verschiedenen Dampftabellen ergéinzt und auf zeich-
nerischem Wege schitzungsweise ausgeglichen.

In den Figuren bezeichnet nun K den kritischen Punkt mit
=1 und = = 1. Der Zusammenhang 7 = f () filr den ges#ttigten
Dampfzustand ist dann dargestellt durch die kriftig gezeichnete von
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Fig. 2.
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K nach links unten zu verlaufende ,Sattigungslinie“. Auf ihrer hohlen
Seite, rechts unten, befindet sich das Gebiet der tropfbaren Fliissig-
keit, auf der vollen, links oben, das Gebiet des iiberhitzten Dampfes
und des Gases. Das ganze grosse Gebiet, das im Arbeitsdiagramm
zwischen den beiden Gremzkurven zur Darstellung der gesittigten
Diampfe dient, schrumpft im z-m-Diagramm auf die Séttigungslinie
allein zusammen.

Die Figuren zeigen nun zunichst, dass die Inversionskurve die
Sittigungslinie schneidet, aber nur ein einziges Mal. Sie tritt
also dort in das Gebiet des gesiittigten Dampfes ein, um weiter ganz
darin zu bleiben. Auf diesem Gebiet gilt jedoch die van der
Waals’sche Zustandsgleichung gar nicht mehr, -ebensowenig alle
aus ihr hergeleiteten Formeln. Infolgedessen verliert auch die In-
versionskurve in diesem Schnittpunkt ihre Geltung. Sie ist daher
zwischen der Sittigungslinie und der vertikalen z-Achse nur noch
gestrichelt angegeben.

Da eine Inversion nur auf der Inversionskurve auftreten kann,
so miissen, wie es Fig. 1 auch zeigt, die e-Kurven auf dem ganzen
Gebiet ausserhalb der Inversionskurve itberall mit dz/dz<<0 ver-
laufen, so dass eine Druckabnahme eine Erwirmung zur Folge hat.
Innerhalb der Inversionskurve ist dagegen dz/d=z >0, ist also mit
einer Druckabnahme eine Abkithlung verbunden. Bei den hochsten
Kurven bleibt allerdings diese Abkiithlung sehr klein. Mit Abnahme
von & wichst sie aber, und die Kurven schneiden die r-Achse immer
schleifender, was iibrigens schon aus Glchg. (88) zu ersehen war.
Auf diesen Gebieten hesitzen auch die e-Kurven auf ihrer ganzen
Linge von mw = oo bis = = 0 wirkliche Geltung.

Die Verhiiltnisse @ndern sich jedoch sofort, sobald die z-Kurven
die Sittigungslinie treffen. Das geschieht zuerst in der Weise, dass
eine der Kurven die Sittigungslinie von aussen her beriihrt, ent-
sprechend der Berithrung mit der #usseren Grenzkurve im Arbeifs-
diagramm. In Fig. 2 wire es eine Kurve wenig unterhalb der mit ¢
bezeichneten. Die Beriithrung erfolgt aber sehr schleifend, und ich
habe es daher der Deutlichkeit wegen vorgezogen, nicht die be-
rithrende Kurve selbst einzeichnen zu lassen. Bei den aus der van
der Waals’schen Zustandsgleichung hergeleiteten &-Kurven fillt
allerdings der Berithrungspunkt auf angenihert = = /2, aber nichf,
wie bei Kohlensiure, auf etwa m=1/,.

Unterhalb der beriihrenden Kurve folgt ein kleines Gebiet, auf
welchem die é&-Kurven die Sittigungslinie zweimal schneiden,
s. Fig. 2, Kurve d. Sie kommen von der Seite der tiberhitzten:Dampfe,
bleiben ein kurzes Stiick auf der inneren Seite der Sittigungslinie



290 ' A. Fliegner.

und treten dann wieder auf deren #ussere Seite, also in das Gebiet
der tiiberhitzten Diampfe tiber. Das Stiick zwischen den beiden Schnitt-
punkten gilt aber nicht, weil sich der Kérper dort in Wirklichkeit
im geséttigten Dampfzustand befindet. Der Zustandspunkt bleibt daher
im z-z-Diagramm auf dieser Strecke auf der Sittigungslinie. Der
nicht geltende Teil dieser e-Kurve ist nur gestrichelt eingezeichnet.
Das Gleiche ist anch mit solchen nicht geltenden Teilen von spéter
noch zu besprechenden Kurven geschehen. Der Gruppe der e¢-Kurven
mit zwei Schnittpunkten entspricht im Arbeitsdiagramm die Gruppe,
welche dort die &ussere Grenzkurve zweimal schneidet. Dieser Gruppe
gehoren auch die e-Kurven an, auf denen sich gesittigte, aber doch
geniigend trockene Ddmpfe nach dem Ausstromen aus einem Dampf-
kessel iiberhitzen. Die letzte Kurve dieser Gruppe ist die durch den
kritischen Punkt K gehende. In Fig. 1 wire es angenihert die zweit-
unterste Kurve, die der Deutlichkeit wegen nur bis unmittelbar rechts
von Punkt K hingezeichnet ist. :

Die nichsten, tiefer liegenden ¢-ICurven kommen an der Sittigungs-
linie von deren innerer, der Fliissigkeitsseite her an. Sie winden sich
in eigentiimlicher Weise um diese Linie herum, schneiden sie drei-
mal und verlassen sie schliesslich auf deren voller, der Dampfseite.
Kurve e in Fig. 2 zeigt eine solche Kurve, nur ist die S#attigungs-
linie an der Austrittsstelle schon so nahe an die z-Achse herange-
rilckt, dass das letzte Stiick zwischen Sittigungslinie und z- Achse
nicht mehr erkannt werden kann. Bei diesen &-Kurven hort das ganze
Stuck auf zu gelten, das zwischen ihren beiden dussersten Schnitt-
punkten mit der Sittigungslinie liegt. Dieses nicht geltende Stiick
tritt {ibrigens, sobald e<<1,a1 geworden ist, zwischen den beiden
ersten Schnittpunkten teilweise in das Gebiet der negativen Werte
von =z iiber, und zwar so lange, als aus Glchg. (33) beide Werte von
@, positiv ausfallen, so lange also, als noch s> 0 bleibt. Im Arbeits-
diagramm wiirden diese Kurven durch die innere Grenzkurve in das
gesittigte Gebiet eintreten und dieses durch die dussere Grenzkurve
wieder verlassem.

Fir die Kurve e =0, f in Fig. 2, ergibt Glchg. (33) einen der
Werte von ¢, unendlich gross. Gleichzeitig folgt aus Glchg. (88)
und (88a) fir g =w: £ =0, t=0 und dr/dw=o. Man muss
hieraus schliessen, dass fiir diese Kurve die beiden untersten Schnitt-
punkte mit der S#ttigungslinie in einen einzigen zusammenfallen,
der ausserdem in den Koordinatenanfangspnunkt zu liegen kommt.
Die Kurve verliuft, allerdings in dem nicht geltenden Teil, so, dass sie
sich der - Achse von der Seite der negativen Werte der = her néhert
und im Koordinatenanfangspunkt diese Achse und gleichzeitig die
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Sittigungslinie berithrt. Der Bertihrungspunkt selbst wére noch ein
isolierter geltender Punkt der Kurve.

Alle tbrigen e-Kurven fiir e<<0, soweit sie tiberhaupt noch
moglich sind, schneiden die S#ttigungslinie nur noch einmal. Sie
treten gleich darauf in das Gebiet der negativen Werte der = iiber,
sinken dann in das Gebiet auch der negativen Werte der z und
treffen endlich fiir ¢ = w die T-Achse bei t<<0 mit dz/dzx<0. Die
Kurven ¢ und % in Fig. 2 zeigen zwei dieser Kurven, nur sind die
Stiicke fiir £ <0 nicht vollstindig hingezeichnet. Alle diese Kurven
gelten tatsichlich nur bis zu ihrem Schnitt mit der Sittigungslinie.
Bei weiterer Druckabnahme bleibt der Kérper bis zum absoluten Va-
kuum im geséttigten Dampfzustand, der Zustandspunkt im z-z-Dia-
gramm also auf der Sittigungslinie.

Die hoheren Kurven der letzten Gruppe schneiden die Inversions-
kurve noch, treffen daher die Sittigungslinie mit dz/d=>0, d. h.
unter Abnahme der Temperatur. Sobald sie aber unterhalb des
Schuittpunktes der Inversionskurve mit der Sittigungslinie vorbei
gehen, kommen sie an dieser Linie mit dz/dz <0 an, wie die Kurven
g und N Daher wiichst auf ihnen bei Druckabnahme die Temperatur
bis zum Schnitt mit der S#ttigungslinie und nimmt erst nachher im
gesiittigten Zustand ab, so dass die Inversion dabei auf diesen Schnitt-
punkt fallt. Die Inversionskurve findet daher ihre Fortsetzung und
ihr Ende in dem unteren Stiick der Sittigungslinie. Im Arbeitsdia-
gramm wire es das entsprechende Stiick der inneren Grenzkurve.

s zeigt sich also, dass der Verlauf der s-Kurven im z-z-Dia-
gramm leichter zu iibersehen gehf, als im Arbeitsdiagramm. Das
geschieht, weil die dort bis ins Uneundliche reichenden Teile der
dusseren (renzkurve hier auf ein kleines Gebiet im Kndlichen zu-
sammengedringt erscheinen.

Wie weit aber diese Entwickelungen nach unten zu tiberhaupt
noch gelten, lisst sich in reduzierten Koordinaten nicht entscheiden.
Mit stetic abnehmender Temperatur wird schliesslich einmal der
Gefrierpunkt des Korpers erreicht. Dieser liegt fiir Wasser bei
T,= 273, wihrend dessen kritische Temperatur 7}, = (638 betragt.
Das gibt fiir den Gefrierpunkt z,= 0,15. Fiir Kohlensiure gelten
dagegen die Werte 77, = 216 und 7T}, = 304, so dass t, = 0,1 wird.
Aus der grossen Verschiedenheit dieser beiden Werte von z, muss
man schliessen, dass der Gefrierpunkt dem Gesetz der korrespon-
dierenden Zustéinde nicht mehr folgt. Daher gehen itber ihn auch
keine allgemeinen Rechnungen mehr durchzufithren, es miisste viel-
mehr jeder Korper besonders untersucht werden.
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Fiir die Anwendungen auf Verfliissigung der Gase nach Linde
lassen sich aus den vorstehenden Entwickelungen folgende Schliisse
ziehen:

Eine Abkiihlung kann iiberhaupt nur erreicht werden, wenn die
Ausgangstemperatur in dem von der Inversionskurve eingeschlossenen
Gebiet liegt. Nun hat z. B. die atmosphéirische Luft eine kritische
Temperatur 7)== 183, wihrend die Zimmertemperatur 7, == 288 be-
triagt. Das gibt als zugehdrigen Wert 7,= 2,17. Da dieser Wert der
obigen Bedingung geniigt, so kann Luft von der Zimmertemperatur
aus abgekiihlt und schliesslich verfliissigt werden. Dagegen hat z. B.
Wasserstoffgas 1), = 82,2, so dass flir dieses Gas 7, auf fast 9 an-
steigt. Da nun der hchste Punkt der Inversionskurve bei nur z,=27/4
liegt, so folgt, dass Wasserstoffgas von Zimmertemperatur aus nicht
zu verfliissigen geht, dass es vielmehr dazu vorher durch z. B. ver-
dampfende fliissige Luft auf eine gentigend niedrige Temperatur ©<<27/4
vorgekithlt werden miuss, wie es auch gemacht worden ist.

Auf jeder ttherhaupt verwendbaren e-Kurve tritt eine bestimmte
Temperatur je bei zwei verschiedenen Pressungen auf, von denen die
eine, kleinere im Abkithlungsgebiet liegt, die andere, grossere ausser-
halb der Inversionskurve. Dabei wire die angenommene Temperatur
nach der ersten der eingangs erwéihnten Erklirungen die Inversions-
temperatur zwischen diesen beiden Pressungen. Von welcher dieser
Pressungen man ausgeht, ist fiir die erreichbare Abkiihlung gleich-
gliltig. Dagegen stellt sich der Betrieb wirtschaftlicher, wenn man
das Gas nur bis zur niedrigeren Pressung verdichtet. Man sollte also
mit dem I{ompressionsdruck in dem von der Inversionskurve um-
schlossenen Gebiet bleiben.

Fine gewisse Bedeutung besitzt auch die Frage nach der Zeif,
die vom Ingangsetzen der Maschine bis zum Beginn der Verfliissigung
erforderlich ist. Diese Zeit wiirde am kiirzesten ausfallen, wenn man
immer auf der Inversionskurve beginnen wiirde, weil man dann bis
zum tiefsten fiir den ganzen Prozess angenommenen Druck die grosste
iiberhaupt mogliche Abkithlung erhielte. Dazu miisste aber der An-
fangsdruck entsprechend der fortschreitenden Abnahme der Anfangs-
temperatur vor der Drosselstelle stetig mitgeiindert werden. So geht
jedoch der Betrieb nicht zu leiten, der hichste Druck muss vielmehr
angeniihert konstant gehalten werden. Und da der Ausgangspunkt
gleichzeitig innerhalb der Inversionskurve bleiben sollte, so wird der
hochste Druck etwa dem gleich genommen werden konnen, bei
welchem die tiefste noch benutzte s-Kurve die Inversionskurve
schneidet. Welche Kurve das ist, hdngt von der Annahme iiber den
tiefsten Druck ab.
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Dieser tiefste Druck muss natiirlich kleiner gewihlt werden als
der kritische Druck, damit iiberhaupt eine Verfllissigung eintreten
kann. Ks darf aber auch nicht zu viel kondensieren, da das abge-
kithlte, unter dem niedrigen Druck zuriickstromende Gas im Be-
harrungszustand der Maschine die Aufgabe hat, das unter dem hohen
Druck zustromende Gas von der Temperatur der Umgebung auf die
notige niedrige Temperatur vor der Drosselstelle zu bringen und
gleichzeitig die eingestrahlte Wirme abzuleiten. Welcher Teil zu
diesem Zwecke nicht verfliissigt werden darf, geht jetzt noch nicht
mit Sicherheit zu berechnen, weil der Verlauf der spezifischen Wiirme
bei konstantem Druck auf diesem Gebiet noch nicht geniigend be-
kannt ist.

"Um noch zeigen zu konnen, wie sich die spezifische Dampfmenge
auf Kurven konstanter Krzeugungswirme im gesittigten Gebiet
indert, habe ich untenstehende Tabelle fiir Kohlensfure berechnet,

Werte von ¢ fiir ¢ + xr =

t T 7 Co i ) 7
55 | 45 | 35 | 34 320 ] 32 [ 31 [ 30 | 20 | 10

431l 1 |1 D | DD DIl Frlr|® F]|F
+31 | O,900 { Oy902 | D D ] 0,554 | O6ss | O,505 | O,307 | O,277 | Oyiss | F I
—+30 |0, | 0911 | D D 0,650 | O,583 | 0,511 | Oya50 | Oy383 | Op3i7 | F I
4925 {0,010 |Oss9 | D | O46 | Oe0r | O,567 | O,520 | Oyu0s | Opuez | Os20 | Oyose | T
420 1 0,65 | Oz | D 0,871 | O,601 | Oy574  Oy5ss & O519 | Opa02 | Opaes | Oyioe | IF
415 [ Q006 | Oyoss | D | Os30 | Oye06 | O,583 | 0,507 | 0,535+ 0,513 | Oyas9 | Oyes6 | 0,008
+10 | Owso | O0r | D 0,323 | O,614 | 0503 | 0570 | O,551 | 0,530 | O,509 | O,209 | 0,090
+ 5 [ 0915 |0pss | D | Op1s | O22 | O608 | Oos2 | Opses | Oyse5 | Oj526 | Opzas | 0,110

+ 0 |07 | 070 | O092 | Os12 | Oye31 | O,608 | O304 | Oy577 | Opssa | Op5a1 | Q61 | O30
— 5 O,s51 | O,a12 | Oy982 | O350 | O6u1 | Oge2e | Oyo05 | O,590 | Op57s | 0,556 | Oy385 | 0,214
—10 | O,s6¢ | O,300 | 0,076 | Oy815 | O661 | O34 | Oye17 | Os602 ¢ Oy5s6 | 0,569 | O.01 | 0,244
—15 | Osus | Oyaez | O073 | Oysiz | O,6610 | Oyoas | Oye2s | O,610 - Oysos | O583 | O,e07 | 0,210
—920 | 0,831 | 0,200 | Opos | O,822 | O,671 | Oye56 | Oy610 | Oy626  Oyers | Oy59s | 0495 | 0,205
—25 | Oys15 | 0,232 | O,074 | Oys2s | O,es2 | Oyo67 | Q52 | Oyoss | Oy621 | Oe09 | O,a03 | 0,517

—3 0,798 | O,199 | 0,017 | Oys35 | O,605 | O,679 | O,e03 | O,050 | O30 | Oy622 | 0,480 | 0,588

den einzigen Korper, fir den die zu einer solchen Rechnung ndtigen
Grossen zur Verfiigung stehen. Die gefundenen Zahlenwerte werden
allerdings nicht ohne weiteres auf andere Korper iibertragen werden
diirfen, dagegen diirfte doch wohl der wesentliche Verlauf iiberall
der gleiche sein. Die Tabelle gibt in der ersten Spalte die Tempera-
turen nach Celsius, in den beiden folgenden die zugehorigen Werte
von 7 und sz. Die iibrigen Spalten enthalten die Werte der spezifischen
Dampfmenge « fiir einige Kurven q - x» = const., deren Konstante
sich in der zweiten Zeile angegeben findet. Wo ein D steht, befindet
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sich der Korper im Zustand des iiberhitzten Dampfes ausserhalb der
susseren Grenzkurve, wihrend F dem tropfhar flissigen Zustand
innerhalb der inneren Grenzkurve angehort. Unter dem letzten D
einer Spalte beginnt die Verfliissigung mit & = 1, unter dem letzten
F die Verdampfung mit « = 0. ¢q -+ zr = 32,01 entspricht der durch
den kritischen Punkt gehenden Kurve. In diesem Punkt selbst ergibt
die Formel fiir « den unbestimmten Wert 0/0. Aus dem Verlauf der
Zahlen in der zugehorigen Spalte folgt aber, dass im kritischen Punkt
x, = 0, gesetzt werden muss.

Die Tabelle zeigt nun, dass auf all den e-Kurven, welche die
gussere Grenzkurve zweimal schneiden, der auf ihnen auftretende
kleinste Wert von x umso kleiner wird und auf eine umso héhere
Pressung fillt, je ndher die Kurve an den kritischen Punkt heran-
riickt. Auf allen diesen Kurven bleibt aber z>0,. Wenn dagegen
die Kurven unter dem kritischen Punkt vorbeigehen, so tritt der
Koérper durch die innere Grenzkurve, also mit =0, d.i. als tropf-
bare Fliissigkeit in das geséittigte Gebiet und fingt dort an zu ver-
dampfen. Bei den hochsten dieser Kurven erfolgt die Verdampfung
anfinglich sehr rasch, bei den tieferen immer langsamer. Die Tabelle
reicht aber nicht weit genug, um feststellen zu konnen, ob die Zu-
nahme von x bei sinkendem Druck ununterbrochen anhilt, und wo
und ob itberhaupt die Hussere Grenzkurve getroffen wird.

Weiterhin ist aus der Tabelle ersichtlich, dass jeder gewiinschte
‘Wert von z erreicht werden kann, wenn nur die e¢-Kurve und auf
ihr der Druck gegenseitig richtig gew#hlt werden. Und zwar geht
jedes x auf verschiedene Weise zu erreichen. Auch wenn man den
Druck withlt, kann man immer eine ¢-Kurve finden, aber nur je
eine einzige, auf welcher z dabei den gewiinschten Wert annimmt.
Hieraus lassen sich also keine Regeln fiir die Wahl des unteren
Druckes herleiten. Das miisste vielmehr mit Riicksicht auf die Arbeits-
verhiltnisse geschehen. Da ich hier aber keine eingehendere Theorie
der Gasverfliissigung zu entwickeln beabsichfige, so verweise ich in
dieser Richtung auf die einschlagenden Untersuchungen von Zeuner
und von H. Lorenz.

Dagegen mochte ich noch einige allgemeinere Bemerkungen an-
schliessen.

Die anfinglich allein beobachtete Abkithlung der Gase nach dem
Ausstromen hat man als Folge einer merkbaren Anziehung zwischen
den Molekeln angesehen. Diese Erklirung ist auch durchaus richtig,
nur reicht sie nicht aus, da nicht umgekehrt aus der anderweitig
gefundenen Frwirmung auf eine Abstossung geschlossen werden darf.
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Die Kurven konstanter Erzeugungswiirme fiir elastische Fliissigkeiten.

Tatsiichlich liegen verwickeltere Verhaltnisse vor. Die Differentiation
von Glehg. (15) fiir & = coust. ergibt nimlich:

0=c,dT -+ Aa %% + 4d (pv). (47)

Hierin bedeuten die einzelnen Glieder auf der rechten Seite die
Anderung folgender Grossen: ¢,dT der kinetischen, Aadv/v® der
potentiellen Energie der Molekeln, Ad(pv) des Wirmewertes der
beim Stromen auftretenden Verdringungsarbeit pv. Nun zeigt eine
Zahlenrechnung, dass auf den Kurven konstanter Erzeugungswiirme
das Produkt pv gleichzeitig mit dem Druck p abnimmt.
Ausserhalb der Inversionskurve erfolgt diese Abnahme sehr rasch,
so dass aus dem Uberschuss der Verdriingungsarbeit am Anfang itber
die am Lnde nicht nur die potentielle, sondern auch die kinetische
Energie vergrossert werden kann. Im Inversionspunkt gemiigt d(pv)
gerade genau, um die Anziehungskraft der Molekeln zu iiberwinden,
daher andert sich dort die Temperatur voritbergehend nicht. Inner-
halb der Inversionskurve wird dagegen Ad(pv) kleiner als die Zu-
nahme der potentiellen Energie. Dann muss. die kinetische Energie
das Fehlende ersetzen, was eine Abkithlung zur Folge hat. ’

Is soll noch, soweit das. iiberhaupt moglich ist, gepriift werden,
wie sich die Frgebnisse der vorstehenden Untfersuchungen gegeniiber
Beobachtungen stellen.

Bei seinen eingangs schon erwihnten Versuchen hat Olszewski
(ase, Luft und Stickstoff, aus einem Raum mit verschiedenen hheren
Pressungen in einen anderen Raum strdmen lassen, in welchem
Atmosphiirendruck herrschte. Fiir jede der hoheren Pressungen hat
er die Temperatur aufgesuchf, von der er ausgehen musste, um
aussen weder Abkithlung noch FErwirmung zu erhalten. Das war
seine Inversionstemperatur. Nun lagen seine Ausgangswerte fiir =
zwischen rund 4 und 0,5, wofiir = anfinglich ganz langsam, nachher
immer rascher von rund 4 auf 8 sank. Diese Ausgangspunkte fallen nun
simtlich mitten in das von der Inversionskurve umschlossene Gebiet
hinein, so dass eigentlich eine Abkithlung hétte erwartet werden
sollen. Auch Dickson findet (a. 0. O.) gegeniiber seinen Rechnungen
den gleichen Widerspruch. Er gibt als Ursache an, dass Olszewski
die Gase nicht durch einen Wattepfropfen ganz langsam iiberstrémen
liess, sondern dass er die beiden Riume durch eine mit einer Offnung
versehene Zwischenwand getrennt hatte. Durch diese Offnung mussten
die Gase mit grosser Geschwindigkeit stromen, angenahert der Schall-
geschwindigkeit, wobei ihre Temperatur ziemlich tief sank. Bei den
hiochsten benutzten Temperaturen hat die voriibergehende Abkiihlung

Vierteljahrsschrift d. Naturf. Ges, Zirich. Jahrg. 55. 1910, 19
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etwa 90° C. betragen, bei den tiefsten noch fast 70° Daher hat das
Gas wihrend der Bewegung jedenfalls. von der Umgebung Wirme
aufgenommen. Dann ist aber der Vorgang gar nicht mehr adiabatisch
verlaufen, so dass sich ans diesen Versuchen keine Schliisse ziehen
lassen.

Vogel dagegen findet a. o. O., dass in der von Rankine auf-
gestellten Formel fiir die Joule-Thomsonsche Abkiihlung, ndmlich:
arl - 273\2

(48) =0 (7

der Koeffizient p fiir Luft nicht, wie hisher angenommen wurde,
konstant gesetzt werden darf, sondern dass er fiir eine Anfangs-
temperatur von 12° C. den Wert

(49) B = 0,20 — 0y00032 p (p in kg/cm?)

annimmt. Mit diesem Wert fiir # wiirde d7/dp bei rund p == 300 kg/cm?
verschwinden. Auf reduzierte Koordinaten umgerechnet giibe das
v'= 21 und w = Te1, wihrend fir dieses v aus Glchg. (43)
w = 8 folgt. Das ist zwar keine volle Ubereinstimmung, aber noch
weniger ein Widerspruch, namentlich, wenn berticksichtigt wird, dass
die van der Waals’sche Gleichung nur angenéihert richtig ist und
dass Vogel zur Berechnung des Inversionspunktes seine unmittelbaren
Versuchsergebnisse stark extrapolieren musste.

 Die empirische Formel (49) fiir # entspricht iibrigens der Au-
nahme, dass die e-Kurven im z-m-Diagramm auf dem Gebiet der
Abkiihlang geniigend genau als Parabeln mit vertikaler Achse und
mit dem Scheitel in der Inversionskurve angenommen werden diirfen.
Und das ist wohl auch, dem Aussehen nach zu urteilen, bei den
meisten dieser Kurven wirklich zuldssig. Nur unmittelbar oberhalb
des kritischen Punktes nehmen sie in dessen N#he, wie Fig. 1 zeigt,
stirkere Kriimmungen an. Ausserdem lassen die Kurven « und
namentlich b in Fig. 2 erkennen, dass auf ihnen bei kleineren Werten
von 7z ein Wendepunkt auftritt. Fiir solche Kurven kann eine Parabel
keine befriedigende Anndherung mehr ergeben. Aber auch bei den
hoher gelegenen Kurven, bei denen die Parabel brauchbar sein kann,
missten die Konstanten in dem Ausdruck fiir 8 jedenfalls vom Aus-
gangszustand abhiingig gesetzt werden. '

Aus Glehg. (48) fiir d7/dp hat Linde fiir die spezifische Wirme

der Gase bei konstantem Druck die Formel '

(50). | ¢, = Co ( - 3191/3}3)*%
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hergeleitet, die auch schon in die Lehrbiicher iiber Thermodynamik
Tingang gefunden hat. ¢, und y bedeuten darin Konstanten.
Glchg. (48) besitzt aber nur beschrinkte Giiltigkeit, und daher muss
das nidmliche mit Glchg. (50) der Fall sein. Das ldsst sich. auch in
der Tat leicht nachweisen. Wenn némlich Glchg. (50) tiberhaupt
brauchbar sein soll, so muss sie im kritischen Punkt ¢,, = « ergeben,
und damit das geschieht, muss

. T7c3 £,
V= 32776 (‘)1)
genommen werden. Setzt man diesen Wert in Glchg. (50) ein, und
geht man dann zu reduzierten Koordinaten fiber, so erhélt man fiir
¢, den einfacheren Ausdruck:
2

€, = G (1 — Tﬂ—z>— ° (52)

Das ist aber ein Ausdruck, der nicht nur fiir den kritischen
Punkt mit 7z = v = 1: ¢,;, = o ergibt, sondern auch fiir alle Punkte,
die im 7 - sz-Diagramm auf der kubischen Parabel

=78 (53)

liegen. Tiir 7z und 7 gleichzeitig kleiner als die Kinheit fallen die
Punkte dieser Parabel allerdings in das Gebiet der gesittigten Ddmpfe,
haben also keine wirkliche Bedeutung. Dagegen erstreckt sich der
Teil der Kurve fiir sz und = grosser als die Binheit vom kritischen
Punkt aus, langsam steigend, im Gebiet der iiberhitzten Ddmpfe und
der Gase bis ins Unendliche. Nach allen unter sich vollkommen
tthereinstimmenden Versuchen verlaufen aber die Isothermen auf der
ganzen Ausdehnung dieses Gebietes mit dp/dv < 0. Die Kurven
konstanten Druckes schneiden daher iiberall die Isothermen, so dass
dort Werte von ¢, = ® gar nicht vorkommen kénnen. Unendlich
gross wird ¢, nur im Gebiet der gesiittigten Dampfe, mit Einschluss
der inneren Seiten der beiden Grenzkurven und des kritischen Punktes
als Grenzen.

*Bei Untersuchungen iiber Linde’s Maschinen zur Verfliissigung
der (Glase muss man nun die Wirmeabgabe fiir das unter hdherem
Druck zustréomende Gas auf einem Gebiet berechnen, durch welches
der geltende Teil der kubischen Parabel aus Glchg. (53) mitten
hindurch geht. Benutzt man dabei ¢, nach Glchg. (52), integriert
man also iiber unendlich grosse Werte von ¢, an Stellen, an denen
es unbedingt endlich bleiben muss, so kénnen die Rechnungsergebnisse
keinen Anspruch auf Zuverlissigkeit erheben. Bis einmal weitere
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Versuche durchgefithrt sind und genauere Formeln zur Verfiigung
stehen, diirfte es besser sein, nach einer der Gleichungen (9), oder
nach einer ahnlich entwickelten, fiir die benutzte Pressung einige
Werte von ¢, zu berechnen, diese zeichnerisch tiber 7' aufzutragen
und dann den Wirmeaustausch durch Planimetrieren zu bestimmen.

Anmerkung. Das Manuskript befand sich schon in der Druckerei, als ich
in den ,Beiblittern®, Bd. 34, S. 242, 1910, die Angaben fand, dass auch J. P.Dalton
,Untersuchungen ither den Joule-Kelvin-Effekt* angestellt hatte. Die Original-
versffentlichung bhefindet sich in den Verslagen v. d. K. Akademie van weetensch.,
Amsterdam, sie ist aber in keiner der hiesigen Bibliotheken vorhanden. Dalton
komme auch zu dem: Schluss, dass das Ausstréomen bei den Versuchen von Olsze wski
nicht adiabatisch erfolgt sei.
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