Zur Theorie der Scharen bilinearer Formen.

Von
Georg Frobenius in Berlin.

(Auszug aus einem Briefe an K. Weierstrass.)

Zirich, November 1881.

Bei unserer letzten Unterredung in Berlin haben Sie mich
auf ein merkwiirdiges Resultat aufmerksam gemacht, welches Sie
in der Theorie einer speciellen Art von bilinearen Formen erhalten
hatten. Ihrer Aufforderung entsprechend habe ich dasselbe mittelst
der Methode hergeleitet, die ich in meiner Arbeit Ueber lineare
Substitutionen nnd bilineare Formen (Crelle’s Journal Bd. 84)
dargelegt habe, und die im wesentlichen mit der identisch ist,
welche Sie in den Berliner Monatsberichten vom Jahre 1858 ent-
wickelt haben. Erlauben Sie mir, mich bei der Darstellung der
Kiirze halber der symbolischen Bezeichnung fiir die Zusammen-
sebzung von bilinearen Formen zu bedienen, die ich in jener Ar-
beit angewendet habe. Die folgende Deduoktion ist dann ganz
analog der daselbst Seite 51—53 ftber die orthogonalen Formen
durchgefiihrten.

Seien:

P=2Xp, Ly Yo s Q= _/‘qu}' Xy Ya
%, A P

zwei bilineare Formen von n Variabelnpaaren x, 7, ... 2., 7.,
seien p,, und p), konjugiert komplexe Grossen und ebenso ¢,; und
q),- Sei die Determinante n-ten Grades |p,,| von Null verschieden,
dagegen |q,,| nebst einer gewissen Anzahl von Unterdeterminanten
Null. Wenn z; und g, konjugiert komplexe Werte haben, sei die
Form @) niemals negativ. Aus den bekannten Sitzen der Differential-
rechnung iiber Maxima und Minima folgt daraus, worauf Sie mich
noch aufmerksam machten, dass @ nur fiir solche Werte von
xy, ...z, verschwinden kann, fiir welche die Ableitungen von
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nach #,,...y, simtlich Null sind. Sei nun:
1) (Q“‘?'P)wlzA’/"#“-FBT_(H—1+...,
und zwar sei die bilineare Form:

A= 2a, x,y,
2 707

nicht identisch Null. Dann sind auch a,, und a;, konjugiert
komplexe Grossen, und ebenso b,; und b,,, falls:

B =20, 2,y
2, s

ist. Ihr Resultat’). besteht nun darin, dass nicht ¢ > 2 sein kann.
Um dies zu beweisen, nehme ich an, dass «>1 ist, und zeige,
dass dann notwendig « = 2 sein muss.

Setzt man beide Seiten der Gleichung (1) mit @ — » P zu-
sammen, so erkiilt man:

(2) E=(Ar “+Br “tl .. )(Q—rP),
und daraus durch Vergleichung der Koefficienten von #- « und
r-e+ 1 weil a>1 ist:

(3) AQ=0
und:

4) AP=DBQ.

Daher kann B nicht identisch verschwinden. Denn sonst
wire 4 P=0, und weil die Determinante von P von Null ver-
schieden ist, 4 = 0. Mithin kann auch die Form B Q B nicht
Null sein. Denn der Koefficient von «, y, in B Q B ist:

By QZ}.Z)I’ZZ)}.V
PO
Dies ist der Wert der Form @ fiir:
z, =b,,, ¥, =0, (x=1,2,...0),

also fiir konjugiert komplexe Werte von x, und y, Wire also
dieser Ausdruck Null, so miissten auch die » Ausdriicke:

y? — ;
'; b'llz Qe (2’ =1,2,... ”)
verschwinden. Wenn dies fitr »=1,2,...n der Fall wire, so

miissten alle Koefficienten der Form B ¢ verschwinden.

1) Vgl auch Gundelfinger, Vorlesungen aus der analytischen Geometric
der Kegelschnitte, Leipzig 1895, Seite 74.
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Nachdem so festgestellt ist, dass die Form B @ B nicht ver-
schwindet, kann nun Thre Methode angewendet werden. Aus der
Gleichung (1) folgt durch Zusammensetzung mit P:

(P_l Q — 7"E)—1 = 4 Py~ “—+_BP7.,—tc+1 e
Mithin sind die Formen 4P, BP,... mit einander ver-

tauschbar (I ¢. § 8, IX). Indem man diese Gleichung mit sich
selbst zusammensetzt, findet man:

) (P'Q—7E) "2 =APAPr 2¢4-24PBPr 2¢tl ...

" Indem man aber jene Gleichung nach r differentiirt, erhilt man:
6 (P'Q—rE)y?=—adPr “ '—(a—1)BPr “—-...

Aus diesen beiden Entwicklungen folgt zuniichst, dass
APAP=0 ist. Denn sonst ergibe die Vergleichung der
Exponenten der Anfangsglieder —2a¢= —« —1, also « =
Dagegen ist A PB P von Null verschieden, denn nach (4) ist:

(AP)(BP)=(BQ)(BP)=(BQB)FR
also nicht Null, da die Determinante von P nicht verschwindet.
DurchVergleichung der Exponenten der Anfangsglieder folgt daher
—2a-+1=—a—1, a=2

Ich wende mich nun zu einem andern Gegenstand, den Sie
mit mir besprochen haben. In der Einleitung meiner Arbeit
Theorie der linearen Formen mit ganzen Koefficienten
(Crelle’s Journal, Bd. 86.) zeige ich, dass fir die Aequivalenz
zweier Scharen von bilinearen Formen die folgenden Bedingungen
notwendig und hinreichend sind: In einem gewissen Systeme von
2 n? homogenen linearen Gleichungen zwischen 2 n? Unbekannten
Py und sy, muss die Determinante verschwinden; und man muss
den willkiirlichen Konstanten, die in ihre allgemeinste Lidsung ein-
gehen, solche Werte beilegen kdnnen, dass die beiden Determinanten
n-ten Grades:

p = !pya’ § = igd\yl

von Null verschieden werden. :

Gegen die Bindigkeit des Beweises ist, wie Sie ausfithrten,
zwar nichts einzuwenden. Dennoch ist das Resultat 'hochst be-
fremdend und bedarf einer weiteren Aufklirung. Damit zwei
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Scharen bilinearer Formen aequivalent sind, miissen ihre De-
terminanten {ibereinstimmen. Diese sind ganze Funktionen n-ten
Grades des Parameters der Schar. Ihre Uebereinstimmung er-
fordert also n Bedingungen. Statt dessen ergiebt sich auf dem
von mir eingeschlagenen Wege nur eine Bedingung.

Bei weiterem Nachdenken fand ich die Auflésung dieses
Paradoxons, das auch mir schon aufgefallen war, in dem Um-
stande, dass eine Schar von bilinearen Formen immer eine
Substitution in sich selbst zuldsst, deren Koefficienten mindestens
n willkiirliche Koustanten enthalten. Sind daher zwei Scharen
von bilinearen Formen aequivalent, so muss auch die allgemeinste
Transformation der einen in die andere mindestens n willkiirliche
Konstanten enthalten. Ausser der oben erwihnten Determinante
vom Grade 2 n? miissen folglich auch alle ithre Unterdeterminanten
von den Graden 2n? — 1, 202 —2,... 2n% —n -} 1 verschwinden.
Sonst konnen sie keine Losung haben, fiir welche die beiden De-
terminanten n-ten Grades p und s von Null verschieden sind.
Fine genauere Diskussion jener 2 n?linearen Gleichungen wird sich
wohl kaum ausfiithren lassen, wenn man nicht die Schar bilinearer
Formen, aus der sie entspringen, auf die reduzierte Form gebracht
voraussetzt.
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