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Ueber eine Anwendung der imaginiren
Girossen in der Mechanik

yon

Prof. Dr. H. Durége.

Der geometrischen Interpretation der imagindren
Grossen ist bekanntlich eine mechanische Deutung,
wenigstens in einem speciellen Falle, vorhergegangen.
Fresnel war es, der schon im Jahre 1823 die Gesetze
der totalen Reflexion dadurch entdeckie, dass er die
bei derselben auftretende complexe Schwingungsam-
plitude in einer solchen Weise interpretirte, dass da-
durch eine Uebereinstimmung mit den Beobachtungen
erziell wurde. Diese mechanische Anwendung der
imagindren Grossen steht aber vereinzelt da und es
liegt nahe, sich die Frage zu stellen, ob Fresnel’s
Erklarungsweise als eine Folge der jetzt allgemein an~
genommenen geometrischen Deutung zu betrachten ist,
oder ob dieselbe als eine davon verschiedene ange-
sehen werden muss. Es soll nun im Folgenden unter-
sucht werden, welche Folgerungen sich aus der Be-
stimmung der Lage eines Punktes mittelst complexer
Grossen fiir die Bew egung einessolchen ziehen lassen;
dann wird sich aber ergeben, dass einer complexen
Schwingungsamplitude eine ganz andere Bedeutung
beizulegen ist, als die von Fresnel angenommene,
und dass daher die Erklarungsweise des letztern als
eine von jener Deutung verschiedene belrachtet wer-
den muss.
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Die Principien der Anwendung der imaginiren
Grossen auf die Mechanik sind zwar schon in der Ab-
handlung von Siebeck, ,Ueber die graphische Dar-
stellung imaginédrer Functionen® (Crelle’s Journal, Bd.
59), angedeutet worden; es wird aber vielleicht nicht
itherfliissig sein, sie hier noch einmal in bestimmter
Weise hervorzuheben.

Die Bewegung eines Punktes in der Ebene ist
vollstindig bestimmt, sobald die rechtwinkligen Coor-
dinaten desselben als Functionen der Zeit ausgedriiclkt
sind ; bezeichnen aber x und y diese Coordinaten, so
wird durch den complexen Ausdruck

E=a 4+ iy

die Lage des Punktes angegeben, welche zweien zu-
sammengehorigen, zu derselben Zeit stattfindenden
Werthen von x und y entspricht. Sind daher die
letzteren Functionen der Zeit, so kann fir jeden Augen~
blick der Werth von z, also auch die Lage des Punktes
angegeben werden. Wenn daher z als complexe Func-
tion der Zeit ausgedriickt ist, so wird dadurch die
Bewegung in dér Ebene vollstindig dargestellt. Die
Zeit ist eine verinderliche Grosse, welche ibrer Na-
tur nach nur reclle Werthe annehmen kann, da sich '
mit einem imaginiren Zeitmomenl wohl kaum eine
klare Vorstellung verbinden lisst. Bezeichnet man
nun die Zeit mit ¢z, und mit @, 5, ¢ etc. reelle oder
complexe Constanten, so lisst sich jeder Ausdruck von
der Form '

(1) 2=f(t a, b, ¢, ....)

immer anf die Form

z=o + 1y
bringen, in welcher « und y reelle Funclionen von
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¢t bedeuten. So lange nun die Constanten «a, b, ¢ etc.
reelle Werthe haben, wird immer y = o, und die Glei-
chung (1) stellt dann eine in der z-Axe vor sich ge-
hende gradlinige Bewegung dar. Gestatlet man aber
den Constanten, complexe Werthe apzunehmen, so
kann durch die Gleichung (1), also durch eine com-
plexe Function einer reellen Veranderlichen
jede beliebige Bewegung in der Ebene dargestellt
werden. :

Das Differential dz stellt eine unendlich kleine,
auch der Richtung nach bestimmte Aenderung des
Ortes des beweglichen Punktes dar. Durch den Dif-

ferentialquotienten Z—f, als dem Grenzwerthe des Ver-

hélltnisses zwischen einer Zeitdnderung und der ihr
entsprechenden Ortsverdnderung wird daher die Ge-
schwindigkeit in jedem Augenblicke und zwar nach
Grosse und Richtung zugleich angegeben. Da auch

dz

de . dy
P T

di

ist, so folgt zugleich, dass die Geschwindigkeit in je-
dem Punkte der Bahn die Richtung der Tangente he-
sitzt. Die Geschwindigkeit, welche mit v bezeichnet
werden moge, ist im Allgemeinen auch eine Function
von ¢. Bildet man wieder den Differentialquotienten
dv
a’ A
zwischen einer Zeitanderung und der ihr entsprechen-
den Aenderung der Geschwindigkeit und giebt folglich
die in jedem Augenblicke stattfindende Beschleunigung
ebenfalls nach Grosse und Richtung zugleich an. Nimmt
man, wie in der Folge immer geschehen soll, die
Masse des beweglichen Punkies gleich Eins an, so

so ist dieser der Grenzwerth des Verhiltnisses
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wird durch %? oder 32:2 A
wirksame Iraft nach Grosse und Richtung dargestellt.

Bei der Anwendung dieser Grundsitze hat man
den Vortheil, dass man in allen Fillen, in welchen
die I{raft als eine Function von ¢ oder z dargestellt
werden kann, es nur mit einer einzigen Differential—-
gleichung zu thun hat, wihrend sonst eine Bewegung
in einer Ebene erst durch zwei Differentialgleichungen
bestimmt ist.

Einige Beispiele mogen das Gesagte erldutern:

Es wirke gar keine Kraft auf den beweg-
lichen Punkt. Dann ist die Differentialgleichung
der Bewegung

auch die in jedem Augenblicke

a2z
="
und man erhalt folglich durch Integration
’ dz
'd—“—-b, z__a+bt,

worin ¢ und b zwei im Allgemeinen als complex an-

nusehende willkiirliche Constanten bezeichnen. Ihre

Bedeutung ergiebt sich leicht, némlich a giebt den Ort

des Punktes zur Zeit ¢ =0, und b die consiante Ge-

schwindigkeit nach Grosse und Richtung an. Die Be-

wegung ist daher gleichformig und geradlinig; sind
Fig. 1.
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néimlich 4 und B die durch die complexen Werthe von
« und b gegehenen Punkte und ¢ der Nullpunkt, so
bewegt sich der Punkt in einer durch 4 gehenden mit
O B parallelen Geraden so, dass in jeder Zeiteinheit
eine Strecke gleich 0 B durchlaufen wird.

Es wirke eine nach Richtung und Grosse
constante Kraft. Bezeichnet die complexe Grosse
¢ diese Kraft, so hat man "

, 5
ae
und folglich

dx . ‘ 1o,
a—tmb+ct z_a+bt—{2ct,

worin o und b wiederum zwei willkiirliche complexe
Constanten bezeichnen, deren Bedeutung sich leicht
dahin ergiebt, dass a den Ort des Ausgangspunktes
und b die Anffmosgeschwmdlgkelt nach Grosse und
Richtung bedeutet.

Durch die letzte Gleichung wird, wie auf ver-
schiedene Weise gezeigt werden kann, die Wurf-
Parabel dargestellt. Man kann auch durch eine Coor-
dinatenverwandlung das Resultat sogleich in seiner
einfachsten Gestalt erhalten. Zunichst verlegen wir
den Nullpunkt in den Punkt 4, indem wir z fir z—a
schreiben; dadurch geht die Gleichung ither in

1
z=bt+§cl?.

Alsdann drehe man die x-~Axe so, dass sie mit
der Richtung der Kraft ¢ zusammenfillt. Setzt man
c::gciC’
wo g und € reell sind, so geschieht dies durch Mul-

tiplication mit ¢ ', wodurch man



298 Durége, Anwendung der imaginiren Grossen.

. . 1
ze i C=p o Cp 4 34 (2,

oder wenn man
Ze—-iC: 2, b e—iC__: b

setzt
1
U N - 2
=0t + 2gt

erhélt; und dann haben z' und 3’ die ndmliche Bedeu-
tung in Beziehung auf die neue xz-Axe, wie z und b
auf die alte. Hierauf kann man den Anfang der Zeit
so verlegen, dass die Anfangsgeschwindigkeit senlk-
recht auf der neuen x-Axe steht, also rein imaginir
wird. Setzt man
b =g+ if
so hat man

d / X .
=i gl

und erreicht daher das Gewiinschte, wenn man die
von einem andern Anfang gezéhlte Zeit ¢ so einfithrt,
dass /
l=t’-g
g
ist; dadurch wird
dx .., .
ﬁ?—@ﬁ —+ gt
und dann
,___E(i. - ,) VRN S,
5= 7 218—{;16 +1pt+2gt L
Setzt man nun endlich noch
B AN
z +g(2ﬂ+'¢[)’)—z R
so kommt
=ipt + —;— g2,
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und der Nullpunkt ist dann so verlegt, dass fiir¢ =o
auch z''=o ist. Demnach ist nun

w::%gt’z, y=p"1
und folglich

‘2

=2’

&.

Die Bahn des beweglichen Punktes ist also eine Para-
bel, deren Axe der Kraft parallel lduft, und die ihren
Scheitel S im neuen Nullpunkte hat. Die Lage des

Tig. 2.

Zy

letztern in Beziechung auf den Punkt 4 und die mit
der Kraftrichtung zusammenfallende xz-Axe ist durch
die complexe Grosse ——g(%ﬂ + iﬂ‘) gegeben; er liegt

daher stets auf der Geraden AH, wenn H den Hal-
hirungspunkt der von B auf die y-Axe gefallien Senk-

rechten bezeichnet, und so, dass immer 45 =_§ . AH

ist. Um fiir verschiedene Zeiten die entsprechenden
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Punkte der Bahn leicht construiren zu kénnen, schreibe
man die urspriingliche Gleichung

z2=1((0' + 2gt)
zieht man dann aus B eine Parallele mit der Kraft AC
und macht
BBi=BiBs=DBeB3= . ... %AC,

so sind B, By, By etc. die Punkte, durch welche &' + % gt

tir ¢=0, 1, 2 etc. dargestellt wird. Zieht man ferner
die Geraden AB;, AB3, ABs etc. und macht auf den-
selben

Azp=2.A4ABy; Az;==3.4B3, Azs=14. ABs, elec.,
so sind 4, By, zg, z3, % ete. die Orte des beweglichen
Punktes =z fir¢=0, 1, 2, 3, 4 etc.

Es wirke auf einen beweglichen Punkt
eine Kraft, welche zwar der Grosse nach con-
stant sei, aber ihre Richtung dergestalt an-
dere, dass sie sich mit constanter Geschwin-
digkeit drehe.

Um etwas Bestimmles zu haben, sei angenommen,
dass die Kraft im Anfange der Bewegung senkrecht
auf der z—Axe stehe und sich mit constanter Winkel-
geschwindigkeit @ in negativem Sinne herumdrehe.
Alsdann ist, wenn ihre absolule Grosse mit p bezeich-
net wird, 1111' Ausdrick

: ip(cosol—isinwl);
ferner sei angenommen, dass der Punkt seine Be-
wegung aus dem Nullpunkt und zwar ohne Anfangs-
geschwindigkeit beginne. Man hat nun
d?z
m——lp(cosmt—@smwt)
und erhalt demnach .
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& _ p(smcol+lco.9wt)+:i

ip

(— coswt—{—%smwl) +p L+ ek

d
=
wenn man der obigen Annahme gemiss die willkiir-
lichen Constanten so bestimmt, dass fiir ¢ = o sowohl

z als duchmverschwmden Hiernach wird

P . . P
a,_m—z(wt——smcot), y__ﬁ(i—coswt).

Die Bahn des beweglichen Punktes ist also in diesem
Falle eine Cycloide; der Radius » des mit der Win-

kelgeschwindigkeit o rollenden Kreises = %; die Kraft

p =7 02 ist daher nichis anderes als die durch das
Rollen des Kreises im erzeuoenden Punkte erregte
Centrifugalkratt.

Wir konnen nun, um zui Deutung einner complexen
Schwingnngsamplitude zu gelangen, in gleicher Weise
auch die Schwingungsgleichung behandeln. Wird ein
beweglicher Punkt von dem festen Nullpunkt der Eni-
fernung proportional angezogen, und bezeichnet man
die im Punkte Eins staitfindende Kraft mit — k2, wo
also k reell angenommen wird, so hat man

d?z
— 2
= 2 z.
Das vollstindige Integral dieser Glemhung ist
(2) z=Acoskt+ Bsinkt

mit den willkirlichen Constanten 4 und B. Diese Glei-
chung stellt im Allgemeinen eine Ellipse dar. Setat
man némlich, num dies zu sehen,

A=gpsing, B=gcosyg,
so erhalt man .
(3) z=ogsin(g+ ki
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und kann dann zunéichst, indem man die x-Axe in
die Richtung von ¢ dreht, die Grosse o reell machen.
Ist ferner

g=y+iy"

z=gsm[ig (%—f—t) +iy‘],
so verlege man den Anlang der Zeit, indem man
Y=y
L=t
einfithrt, dann ist

g=ogsin (kt'4iy)

0 dar?
== p cos iy’ sink!l' 4 g WZW coskt’;
und da nun
¢ —_t ! ot
w“,,_ey-l—e y. siniy'_ey—e Y
V= T 2

beide reell sind, so folgt

L, sin iy’
@ ==p ¢ osiy’ sink(/, y=gli—llcos Lt

und
x? ?]2
(o cos iy‘)2'+ siniy’\27
(e =57)

?
also eine Ellipse mit den Halbaxen g cos iy und ¢ &"ﬁll’
von denen die erstere mit der Richiung von ¢ zusam-
menfillt. Der hewegliche Punkt befindet sich in den

Scheiteln dieser Halbaxen zu den Zeiten ¢! = %und =0

und da alsdann die Geschwindigkeiten die Werthe
sindy’

K3
in diesen Punkten die Geschwindigkeit senkrecht auf
der Halbaxe steht und der andern Halbaxe proportio-
nal ist.

— ik und ¢ & cos i ' annehimen, so sieht man, dass
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Die elliptische Bewegung geht in eine kreisfor-
mige iiber, wenn
o
cos iy’ =+ smﬁzy

ist; nun war aber
sl

A=p (sin y cos iy’ + 1 cos ysw;zy)

/ L, sindy!
B = (cosycosw —isiny -~ y),
man erhilt also fiir den Fall kreisformiger Schwingungen
A= p(siny + icosy) cos iy’
B =g (cos y F isiny)cosiy
das heisst
B=7F1iA.
Die Gleichung (2) verwandelt sich dann in
z=A(cosktTF isinkt) .
und stellt wirklich einen Kreis dar, weil 4 durch eine
blosse Drehung der z-Axe reell gemacht werden kann.
Nimmt man ¢ complex = r-}ir’, g aber als reell an,
so hat man nach (3)
g==(r +ir')sin(g + k)
wx=rsin(g+kt), y=r'sin(g -+ k)
und daher
r_y

Y .
/;::/'«_l’

die Schwingungen sind also dann geradlinig und gehen
in der Richtung von o vor sich.

Hienach kann man nun iibersehen, was eine
Schwingungsgleichung bedeutet, wenn in ilr entwe-
der die Phase oder die Amplitude imaginiir wird, So
lange nimlich die Phase reell ist, hat man stets gerad—
linige Schwingungen, das Imaginérwerden der Ampli-
tude bedeutet nur, dass die Schwingungsrichtung nicht
mehr mit der z~Axe zusammenfallt, wihrend bei el-
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liptischen Schwingungen die Phase imaginér sein muss.
Diess stimmt nun mit Fresnel’s Interpretation nicht
itberein, da bei ihm das Imagindrwerden der Ampli-
tude eine Verdnderung der Phase bedingt.

Was die Zusammensetzung mehrerer Schwingun-
gen anbelangt, so finden sich aus unsern Betrachtungen
leicht die bekannten Gesetze wieder. Haben zwei gerad-
linige Schwingungen dieselbe Phase, so selzen sie sich
wieder zu geradlinigen in einer andern Richtung vor
sich gehenden Schwingungen zusammen. Geradlinige
Schwingungen von verschiedenen Phasen aber geben
elliptische Schwingungen, weil, wenn die Gleichung
auf die Form (3) gebracht wird, alsdann die Phase
imaginir ausfallt.

Wir schliessen hieran noch die Betrachtung des
Falles, dass die Grosse k imaginar ist. Sei

E=c+ic'=p(cosp+ising);

dann ist die¢’ Kraft nicht mehr nach dem festen Null-
punkt gerichtet, sondern hildet, wie man leicht sieht,
mit dem Radiusvektor des heweglichen Punkies den
Winkel 2¢p. Man hat hier wie vorhin die Gleichung
] ze=Acoskt-+ Bsinkt,

die auf die Form

. s=psin(g + k)

gebracht, und worin dann ¢ darch Drehung der x-Axe
reell gemacht werden kann. Fithrt man dann

g=vy-+iy und k=¢ | ic
ein, .o erhilt man
: Y]
z:gsin[c (Z+i)+rie (L + t)]

Hier werde nun wieder der Anfang der Zeit verlegt,
indem
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i -
L +i=v

gesetzt werde; fithrt man ausserdem zur Abkiirzung
A ¢ ¢ g

ein, so kommt .

% - g=gsinfc(d+t)+ic]

Demnach ergiebt sich

. ) X : . . & 4l
ka:=()sinck(6+l‘)cosic‘t‘, y=gcosc(6+l‘)s—z-@—1f—c—t-,

Diese Gleichungen zeigen, dass die Bewegung jetut

uicht mehr in einer geschlossenen Curve vor sich

geht, sondern dass die Bahn sich spiralartig um den

'Nullpunkt herumwmdet ‘Fig. 8

giebt ein Stiick dieser Bahn an, welche den Annah-
men p=1, p=10° ¢=1, 08.———1 = entspricht. ,,
Da dle Gleichung (4) sich auch in der Form .
z=psin(cd+kt') - . :

schrelbenlasst unddann aufdie Formz=A4coskt' +Bsmkt

gebracht den Gx ossen 4 und B reelle Werthe zuertheilt,
VIL 3. 20
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so geht hervor, dass man in dem Falle eines imagi-
niren k durch eine Drehung der z—Axe und eine Ver-
legung des Zeitanfanges die Grossen 4 und B-immer
reell machen kann. Da dann ferner 4 den Anfangsort
und kB die Anfangsgeschwindigkeit bedeutet, so ist
damit der Zeitanfang und der ihm entsprechende An- -
fangsort so gewihlt, dass die Anfangsgeschwindigkeit
den Winkel zwischen dem Radiusvektor des Anfangs-
punktes und der Kraftrichtung halbirt. In Fig. 3 ist
durch AK die Kraft und durch A6 die Geschwmdlg—
keit angedeutet, welche in dem Punkte 4, Welcher der
Zeltc'—o entspricht, stattfinden. :
) . Die hier besprochene Art, die Bahn eines beweg-

hchen Punktes durch eine complexe Funktion der Zeit
auszudriicken, .ldsst auch eine einfache Anwendung
auf die relative Bewegung in der Ebene zu.

Werden namlich durch die Gleichungen
s=fi(th- z=[)

die Bewegungen zweier Punkte ausgedriickt, so braucht
man zur Bestimmung der relativen Bewegung des
einen Punktes gegen den andern nur in jedem Augen-
blicke’ die Lage des einen gegen den andern, diesen
als fest gedacht, zu keunnen. Die Lage des Punktes
sz gegen den Punkt z; wird aber durch die Differenz
z9—z; ausgedriickt; setzt man daher diese = z, so
Wud durch die Glexchung

z-—ﬁ;(t)»«ﬁ(t)

dxe schembale Bahn dargestellt, in welcher die Bahn
des Punktes =3 dem ruhend gedachten Punkte z; er-
~scheint. Hat man z. B. zwei in concentrischen Krei-
sén von den Radien »; und r. mit verschiedenen aber
constanten Winkelgeschwindigkeiten o; und o, sich
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bewegende Punkie, und nimmi man eiwa an, dass
zu Anfang der Bewegung sich beide auf der z-Axe
befinden, so werden ihre Bahnen durch die Gleichungen

n=ri(coswilt+isinwil); 2 =7, (c0s wgt~+1isin wgl)

gegeben. Die scheinbare Bahn des zweiten Punlktes
gegen den ersten ist daher

Z == (1 €08 o [ — 15 €OS Wy 1) 4 i (2 Sinwg L — 7y SiNwy £);

und aus dieser Gleichung konnen alle Eigenthiimlich—
keiten dieser Bewegung mit Leichtigkeit abgeleitel
werden. ’ o

- Ein neues Myographion
: ‘ von
Adolf Fick.

Mit einer Tafel.

Bekanntlich sind viele der wichtigsten Untersu-
chungen auf dem Gebiete der Nervenphysiologie mit
Hilfe jenes feinen von Helmholtz erfundenen zeit-
messenden Werkzeuges ausgefiihrt, welches man mit
dem- Namen ,Myographion“ bezeichnet. Ohne Zweifel
" wird auch noch ferner fiir lange Zeit jeder Forscher
auf diesem Gebiete des Myographion bedirfen. Da die
urspriingliche Konstruktion von Helmlioltz, sowie auch
die spitern Modifikationen nur zu ausserordentlich
hohen Preisen mit hinldnglicher Genanigkeit ausgefiihrt
wurden, so wird sich gewiss Mancher durch den
hlossen Mangel an Geldmitteln in seinen Forschungen
heschrankt fihlen. Ich halte es daher nicht fiir ither-
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