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Bemerkungen und Zusätze zum ersten Heft der 
mathemat. Mittheilungen Herrn Prof. Raabe's. 

Von Prof. L. Schläfil in Bern. 

Eingesandt den 29. September 1857. 

Das erste Kapitel dieser Scbrift setzt sich die Er-
weiterung des Begrilfs eines einfachen Integrals auf 
den Fall, wo seine Integrationsgränzen beliebige com-
plexe Zahlen sind, zum Zweck. Was als Ergebniss 
der, Untersucbung hingestellt wird, kann etwa so aus-
gedrückt werden : Alle complexen Zahlen mögen durch 
die Punkte einer Ebene dargestellt werden , welche 
auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem so bezogen 
sind, dass die reelle Componente einer Zahl der Ab-
scisse und die imaginäre Componente der Ordinate des 
zugehörigen Punkts gleich ist. Dann gibt es nur zwei 
Wege, auf denen die Integration rechtmässig vollzogen 
werden kann, nämlich die gebrochenen Linien, welche 
ein Rechteck t nschliessen, dessen Seiten mit den Coor-
dinatenaxen 'parallel l sind und welches die zwei den 
Integrationsgrfinzen zugehörigen Punkte zu Gegenecken 
hat. Wird auf jedem der zwei angegebenen Wege das 
Integral irgendwo divergent, so hat es keinen Sinu; ge-
schieht ihm dieses nur auf einem derselben, so hat 
man das Integral auf dem andern Wege zu nehmen; 
und wenn endlich auf keinem der zwei Wege sich eine 
Stelle findet, wo das Integral divergent wird; so sind 
beide Aulfassungen des Integrals berechtigt und geben 
auch einen und denselben Werth. 
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Angesichts dieser Behauptungen dünkt mich nun,  
der Vorwurf der Willkür, den der Herr Verfasser in  

seiner Einleitung Cauchy und seinen Nachfolgern hin-
sichtlich des Uebergangs zwischen zwei complexen  
Integrationsgränzen macbt, etwas stark, Es ist min-
destens ebenso willkürlich, wenn man die unzählig vie-
len Uebergänge oder Integrationswege , welcbe alle  
gleiches Recht baben betrachtet zu werden, auf jene  

zwei oben angegebenen beschränkt, ohne zu beden-
ken, dass auch diese durch die einfache Substitution  

x = e`uy (wo a eine reelle Constante, i die imaginfire  
Einheit und x, y complexe Variabeln bedeuten) sich  

ändern, indem die Richtungen der Seiten jenes Recht-
ecks um den Winkel a sich drehen. Zweitens ist es  
nicht allgemein wahr, dass jene zwei für einzig statt-
haft ausgegebenen Integrationswege immer den glei-
chen Werth des bestimmten Integrals geben.  

Nehmen wir vorläufig an , der Begriff einer Inte-
gralfunction werde durch complexe Gränzen nicht zer-
stört, — denn wir wissen ja schon, dass er nicht zer-
stört wird, so oft wir die Integralfunction mittelst der  

bekannten analytiscben Functionen in endlicher Weise  
ausdrücken können,   und setzen  

, 

 

ff(x)dx = F(x)  

so haben wir die Formel  

ff(x)dx = F(13) ,— F(A)  

für den Fall zu betrachten wo die nnabhängige Va-
riable x complexe Werthe durchläuft, was namentlicb  

dann unvermeidlich sein 'wird, wenn die Integrations - 

gränzen A, B complex sind. Der Begriff des Integrals  
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wird nicht gefährdet werden , wenn wir im Stande sind, 
.den ganzen Unterschied F(B) F(A) als Summe 
vieler Unterschiede von der Form f(x + h) — f(x), 
f(x + h + k) — f(x + h) , welche überall so klein 
gemacht werden kö dar-
zustellen.

nur wollen , dar-
zustellen. Nehmen ver-
schiedene

i so für zwei ver-
schiedene Integr Aus-
druck

e , und geben dem Aus-
druck F(A) am Anfa den-
selben

r Wege einen und den-
selben Werth aus den vielen, welche vielleicht ana - 
lytisch gleich gut möglich sind, so w

ob
sen wir dann 

noch nicht, oh bei End-
gränze

tionswege an der End-
gränze zu einem und demselben Werthe von F(B) 
führen werden, und dürfen also auch nicht behaupten, ^^ 

dass der Werth des bestimmten Integrals einer und 
derselbe sei, welche In-
tegrationswegen

uchbaren In-
tegrationswegen wir auch wählen mögen , nm mit der 
unabhängigen Variabeln x von

Endgrfinze
ngsgränze bis 

zur Endgränze zu gelangen. Eine volle Ueberzeugung 
von der Gleichheit be In-
tegrals

e des bestim
vielmebrtegrals werden wir vielmehr erst dann bekommen, 

wenn der eine Integ Ver-
änderung

urch allmälige Ver-
änderung bis zum andern h
obne

erschoben werden kann, 
ohne dass e Integrations-
wege

liegenden Integrations-
wege den Begriff des bestimmten Integrals zerstört und 
den Werth von F(x) zu einer sprungweisen Aenderung 
nöthigt. Anders gestaltet sich die Sache , wenn F(x) 
unendlich gross wird oder ein irrational unend

enthfilt
ein 

werdendes Glied enthält   für einen Werth von x, 
der von beiden Integrationswegen umschlossen wird. 
Denn um vom einen in den andern überzugehen, muss 
dann der bewegliche ge-
fährliche

weg einmal die ge-
fährliche Stelle d Anwen-
dung

den, wo F(x) die Anwen-
dung des Taylor'schen Satchläflicht 

Bemerkungeu

et; 
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und ohne eine besondere Untersuchung dürfen wir da 
nicht mehr behaupten, dass das bestimmte Integral 
F(B) -- F(A) für beide äussersten Integrationswege 
denselben Werth behalte. Im Allgemeinen können 
wir annehmen , dass die Integralfunction F(x) nur für 
vereinzelte complexe Werthe von x, nie für eine con-
tinuirliche Folge derselben, unendlich gross wird oder 
andere äbnliche, Schwierigkeiten bereitet, dass also auf 
der symbolischen Ebene nur Punkte (keine Curven-
stücke) zerstreut sind, welche dem Durcbgang des 
Integrationsweges Gefahr bringen. Und in diesem 
Sinne muss x = oo, welches auch . die Phase dieses 
complexen Werthes sein mag, als einzelner Werth 
gelten; mit andern Worten, alle unendlich entfernten 
Punkte der symbolischen Ebene sind wie ein und der-
selbe Punkt anzusehen; also ganz anders als in der 
Geometrie , wo ibre Gesammtheit als eine gerade Li-
nie aufzufassen ist. Freilich bietet gerade die Func-
tion ex das Beispiel einer Ausnahme dar, indem die-
selbe für ein unendlich grosses x entweder dén Werth 
m oder den Werth 0 bekömmt, je nachdem die Phase 
von x zwischen — 2 f und 2 , oder zwischen 2 und 

2 liegt, und an den Gränzen ± 2 unbestimmt wird. 
Dieses ist aber nicht anders zu verstehen, als wie 
wenn eine Funktion cp(x) beim Durchgang der mei-
netwegen stets reell- bleibenden unabhängigen Varia-
beln x durch einen bestimmten endlichen Werth a plotz-
lich überspringt; wenn wir uns z. B. a und das un-
endlich klein werdende co reell denken, so werden 
wir für cp(a) verschiedene Werthe bekommen, je nach-
dem wir es als Gränze Von cp(a + co) oder von 99(a — co) 
anfrassen. 
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Denken wir uns wiederum die auf-der symboli-
schen Ebene verstreuten Punkte, welche den Integra-
tionsweg gefährden, so ist klar, dass das bestimmte 
Integral F(B) — F(A) immer einen Sinn hat, wenn 
nur keine der Integrationsgränzen A oder B auf einen 
der gefährlichen Punkte fällt; denn der Integrations-
weg kann ja immer den gefährlichen Punkten. aus-
weichen. Wenn wir aber zwei verschiedene Inte-
grationswege setzen, die beide bei A anfangen und 
bei B aufhören, und es ist keine continuirliche Reihe 
von Integrationswegen mit denselben Enden möglich, 
welche mit dem einen jener zwei Wege beginnt und 
mit _dem andern aufhört, obne dass einer 
oder mehrere der gefäbrlichen Punkte vom fortrückenden In-
tegrationsweg einmal oder wiederbolt geschnitten wer- 
den, so müssen wir uns hüten, dem bestimmten In-
tegral für den ersten und letzten Integrationsweg 
gleicbe Werthe zuzuschreiben. 

Um zu beurtheilen, welche Wirkung das Hinüber-
gehen des Integrationsweges über eine gefährliche 
Stelle a weg auf den Wertb des bestimmten Integrals 
ausübt, denken wir uns die lntegralfunction F(x) in 
Bezug auf den complexen Unterschied x — a, der 
so klein als nothig zu nehmen ist, so entwickelt, wie 
die Natur der Function, die bier die Anwendung des 
Taylor'schen Satzes verschmäht, es erfordert. Als 
Beispiele unendlich werdender Glieder wollen wir fol-
gende setzen : 
(x — a) — tn , wo m eine positive ganze Zahl bedeutet, 

log (x -- a) , ex - "  ex — a dx und endlich (x — 
wo m cine reelle gebrochene oder incommensurable 
Zahl bedeutet. 
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Wir führen dann den Integrationsweg das eine  

Mal nahe bei a vorbei, das andere Mal verfolgen wir  
im Ganzen denselben Integrationsweg, nur führen wir  
ibn, wenn wir nabe bei a an einer Stelle a -{- h an-
gelangt sind, von da in einem Kreise, der den ge-
fäbrlichen Punkt zum Centrum hat, herum wieder auf  

dieselbe Stelle zurück und setzen dann den alten In-
tegrationsweg fort. Wir nehmen also x = a  

an, denken uns das sehr kleine h, das complex sein  
mag, constant und integriren für das in den Integra-
tionsweg eingeflickte Stück von 0. = 0 bis =  

Dieser ringförmige Functions-Unterschied wird bei  

(x - a) - °, wo m positiv und ganz sein soll, gleich  

h - m ( e  - 2imn — 1
) 

also Null, d. h. ein rationales Unendlichwerden der 
Integral-Function bringt keine Veränderung. Bei 

c 

log (x — a) bekommen wir 2in, bei e" - a wieder Null. 
Bezeichnet 

r 
	 cos e-ii (a, - sie

M= Jedx=7hf2i e h \\ 	h
O  

den ringförmigen Functionsunterschied, so ist  
dM — " 

dx 
de  — 

	

s - 1  

und  

dM 
	M ° — f dx( (x — a)ex ") • dx  

gleich dem ringförmigen Functionsunterschied von 

— hel' 
cos e -f i 

\ - î  &na)  

also gleich Null. Daher ist itl  eine von c unabllän- 
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gige Constante, und d̂ 7, ist diese Constante, für die  

wir also den Ausdruck  
2n 

eh 
(cos 	— i sin 	) 

	

i 	e 	 dS 
a 0 

 

haben, der für c — o den Werth 2i7r, erhält. Also  
ist M — 2inc. Es ergeben sich daraus heiläulig die  

Integralformeln  

	

r n  k cos 4),

al® 
e 	cos (k sin 	de = n,  

' k  cos iT e 	cos (k sin ‚a• — 	de  = kn.  

In diesen vier Beispielen hatten die zu integriren-
den Functionen  

c 	c 

m — , 	 1 	 
m (x — a) 	, (x 	a) 	, 	 e 	' e 

 

wenn sie rings um x = a herum auf die gleiche Stelle  
zurückgeführt wurden, denselben Werth wie im An- 
fang', wesshalb im zweiten und vierten Beispiele die  

durch den Integrationsweg sich unterscheidenden  

Werthe eines und desselben' bestimmten Integrals resp.  
um Vielfache von 2in, 2inc aus einander liegen. An- 
ders verhält sich die Sache im fünften Beispiel (x-a)°',  

wo- m gebrochen oder. incommensurahel ist. Der ring- 
förmige Fnnctionsunterschied hm (e21°,n — 1) ist dann  
nutzlos, weil nach der Wiederkehr auch der Diffe- 
rentialquotient einen andern Werth hat als vorher und  

daher den ganzen Rest des alten Integrationswegs mit  
einem andern Werth durchläuft. Es ist dabei gleich- 
gültig, oh 'm positiv oder negativ oder gar complex sei.  

Um jetzt noch zu beweisen, dass auch, wenn die  

Integralfunction unbekannt ist, der Begriff eines be- 

0 
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stimmten Integrals Çf(x)dx durch complexe Gränzen  

A, B oder überhaupt durch einen Integrationsweg in  
complexem Gebiet nicht zerstört wird, wollen wir zei-
gen, dass der Werth desselben nicht geändert wird,  

wenn man den Integrationsweg in einen benachbarten  

übergehen lässt, so dass jedem Punkt des ersten ei-
ner des zweiten Weges in der Weise entspricht, dass  
der Taylor'sche Satz auf den Uebergangsschritt an-
gewandt werden kann. Wenn h diesen complexen  

Uebergangsschritt, den wir als eine Function von x  

zu betrachten haben, welche für x _ : A und für x=B  

verschwindet, bezeichnet, so sind  

B 	 °B 

3 f(x)dx und ^^ f(x + h) (dx + dli) 
0  

die zu vergleichenden Integrale. Das zweite, nach  

dem Taylor'schen Satze entwickelt, wird  
B 	n=oo 	n 

	

h 	( 

A 	

1)  

	

f(x)dx +j 
(n _ I) !  f 	(x)dh + 	f^n>(x)dx 

1 	 n=t. 	
n 

 

	

 

n= co 	B  
= 

	
i 	i^ 	(h"f(n —1)(x)) • dx = ^ ff(x)dx,  

 A 	n=t n. A 
 dx 	

A  
weil die zwischen' den Gränzen A und B genomme- 
nen Functionsunterschiede von hf(x), h 2f'(x), h 3ft 1 (x)  
etc. verschwinden. Es' erhellt hieraus, dass der Werth  

B 
des bestimmten Integrals 	f(x)dx sich nicht conti-  

A  

nuirlich ändert, wenn der Integrationsweg allmälig ge-
ändert wird. Es können also nur sprungweise Aen-
derungen sich ereignen und zwar nur dann, wenn  

der fortrückende Integrationsweg an eine Stelle gelangt,  

wo der Taylor'sche Satz nicht mehr anwendbar ist. 
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Hinsichtlich der pag. 8 und 9 der erwähnten Ab-
handlung behaupteten Sätze ist nun deren Richtigkeit 
unter der pag. 6 gemachten Voraussetzung, dass F(x) 
eine eindeutige Function sei, freilich ausser allem 
Zweifel, weil, da F(B) — F(A) nur einen Werth hat, 
auf jedem Integrationsweg, 'längs dessen F(x) sich 
stets continuirlich ändert, dieser einzige Werth für 

J f(x!dx herauskommen, muss; aher dann failen auch 

die dortigen Einschränkungen weg, und man begreift 
nicht, wie so der Zweck der Abhandlung, deren Ueher-
schrift „die Deutung bestimmter einfacher Integrale mit 
complexen Integrationsgränzen" eine so starke Ver 
engerung des Gesichtskreises nicht ahnen lässt, er-
reicht ist. Auch widerspricht das sogleich auf die all® 
gemeinen Sätze folgende Beispiel in § 6 der Meinung, 
dass wirklich die ganze Abhandlung nur eindeutigen 
Integralfunctionen gewidmet sei, indem das Integral 

,o. 
 durch Logarithmen und Kreisbogen ausgedrückt 

wird , welche keine eindeutigen Functionen sind. Und 
wenn der Herr Verfasser statt mit dem einen Inte- 
grationswege eine der drei gefährlichen Stellen, nfim- 

lich x — 2 + i Y
2   

, zu schneiden, dieselbe mit beiden 

Integrationswegen umschlossen hätte, so würde er 
gefunden haben, dass der Satz c) in § 5 für diese 
unendlich vieldeutige Integralfunction irrig ist. Mögen 
übrigens die Sätze in § 5 gemeint sein wie sie wol-
len, so ist jedenfalls entschieden zu läugnen , dass, 
wie es in der Anmerkung am Ende dieses § heisst, 
„die Grundhegrilfe der Differential— und Integralrech-
nung ein Ende haben», bloss desswegen , weil man 
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die Integrationsgränzen zufällig durch zwei solche In-
tegrationswege verbunden hat, welche heide durch  
gefährliche Stellen gehen.  

Die Funktion fedx, welche den Integralformeln  

von § 8 zu Grunde liegt, hat nur eine gefährliche  

Stelle, x = c ; und für diese ist  exzdx = ±  i- 
0  

oder = m, je nachdem die Phase des unendlich gross wer— 

denden x zwischen T und " 	3i und — 4 liegt oder  

nicht. Die im § angewandten Integrationswege schneiden  
diese Stelle nicht, sondern zielen nur dagegen hin  

und zwar innerhalb der zuerst genannten Gegend;  
daher sind die Formeln dieses § richtig.  

Die detn § 9 zu Grunde liegende Integralfunction  

feXx hat zwei gefährliche Stellen, x — o und x = cA ,  

und da sie an der ersten Stelle einen Logarithmus zum  

genäherten Ausdruck hat, so ist sie nicht eindeutig.  

Da indess die im § gebrauchten Integrationswege die  
erste Stelle nicht umschliessen und gegen die zweite  

nur hinzielen, so sind die Integralformeln (d), (e), (f)  

sämmtlich richtig. Aber die Schlüsse, durch welche  
die Formeln (g) gewonnen werden, sind unzulässig.  
Die Integralausdrücke linker Hand in (f) werden näm-
lich auf dem letzten Stück des Integrationsweges an-
nähernd  

c0  cos Xx 	 sin  ^x 
kx dx 
	

x 
dx 

wo die untere Integrationsgränze k eine sebr grosse  

positive Zahl sein soll. Differentiirt man diese Aus- 
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drücke nach ) , so erhält man — f °° sin  ^x . dx, 
c 

CA 

cos 2x . dx, zwei divergente Integrale, welche 

uns keine Belehrung geben, wenn wir nach den auf 
26 bezüglichen Differentialquotienten der linken Seiten 
in den Gleichungen (f) fragen. Wir müssen vielmehr 
sagen, die Integralausdrücke linker Hand in (f) sind 
zwar convergent, weil das positive k immer gross 
genug angenommen werden kann, dass ihre letzten 
Stücke, die ComponentenVon 

f ew x dx 
k 	x 

so klein ;  :werden als man nur will. Soll aber dieser  

Rest des Integrals nach ,t dilferentiirt werden, so muss  

man ihm die Form  
00  f eix dx  

^k 	x 

geben; man erhält dann 

d r i^ x  
e  dx 

 dWk x 

oder, was dasselbe ist 
d 	°O  cos 	

	

dx ax 	cos 2k 
dajk x 	=  

d S c°   sin ax 
dx — 

sin Rk 
da 	x 

k So sehr Man nun auch die positive Zahl k wach- 
sen lässt, nie werden diese Ausdrücke bleihend ab-

-solut kleiner gemacht werden können, als irgend eine  

gegebene endliche sehr kleine Zahl, sondern immer  

zwischen endlichen Gränzen hin und her schwanken.  
111. B. 1. 	 3  
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Ueberhaupt ist ein einfaches Integral 	f(x) d x 

dessen Integrationsweg z. B. positive Wertlee von 
x bis ins Unendliche durchläuft, ohne Ausnahme di-
vergent, wenn die positive Zahl k nicht gross genug 
angenommen werden kann, so dass hei ihrem fernem 

Wachsen Ç f(x)dx  absolut kleiner wird, als irgend 
 

eine gegebene endliche sehr kleine Zahl. (Bei -einem 
complexen Werthe hätte man das Absolutkleinsein vom 

Modul zu verstehen.) Wenn nämlich 
f°° 

 f(x)dx nicht 
° k 

so klein wird, als man nur will, so ist olfenbar eine 
annähernde numerische Berechnung des Integrals rein 
unmöglich. 

Die Formeln (g), welche mit der Behauptung zu-
sammenfallen, dass eik  für eine unendlich wachsende 
positive Zahl k den Werth Null zur Grfinze habe, ver-
anlassen mich zu der Bemerkung; dass ex nicht wohl 
als eindeutige 'Funktion von x angesehen werden darf, 
weil sie für x cn verschiedene Werthe annimmt, 
ein algebraisch unerreichbares Unendlichgross, wenn 

die Phase von x zwischen -- 2  und 2 , und ein al 

gebraisch unerreichbares Unendlichklein, wenn diese 
Phase auf der andern Seite liegt; an der Gränze zwi- 

schen beiden Gegenden, wenn die Phase ± 2 ist , 

d. h. wenn die reelle Componente von x Null oder 
endlich ist , muss daher der Werth der Function ganz 
unbestimmt sein. 

An das Bisherige knüpfen sich die Bemerkungen, 
die ich über das vierte Kapitel der mathematischen 
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Mittheilungen, „Werthung des bestimmten Integrals" 

f  x^^—' emx dx, wo a eine positive, m eine complexe  
O  

Constante bedeutet," leicht an. Wenn man - mx 
durch x ersetzt, so verwandelt sich der Ausdruck in 

(— m) f xa ' ē  c ► x,  
0  

wo der Integrationsweg gegen ein complexes Unend-
lichgross von derselben Phase mit =- m hinzielt. Die 
lntegralfunction hat nur zwei geffihrliche Punkte x — o 
und x = co . Der erste wird uns keine Schwierigkei-
ten bereiten, wenn wir uns nur hüten, den Integra-
tionsweg um den Punkt x = o herumzuführen. Hin-
sichtlich des zweiten gefährlichen Punkts müssen wir 
verlangen, dass die reelle Componente des unendlich 
wachsenden x nicht negativ werde, weil sonst das com-
plexe endliche k nicht gross genug gemacht werden 

könnte, damit f
k 
 xa — ' e---x dx beliebig klein würde; 

und wenn im Besondern a > 1 ist, so muss aus dem-
selben Grunde geradezu verlangt werden, dass jene 
reelle Componente positiv sei. Sind diese Bedingun-
gen erfüllt, so darf man den Integrationsweg im Un-
endlichen noch bis zur Phase o hinführen, ohne dass 
dadurch der Werth des bestimmten Integrals einen Zu-
wachs erhält, weil die Diflerentialquotienten längs die-
ses Wegstückes -von einer algebraisch unerreichbaren 
Ordnung des Unendlichkleinen sind. Mit dieser Aus-
dehnung des Integrationswegs bekömmt aber das In-
tegral denselben Werth, wie wenn der Integrations-
weg alle positiven Zahlen von Null an bis ins Unend-
liche durchläuft, d. 11. den Werth I'(a ). Folglich ist 
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f ° x1 e dx =  
r(a)  o (—m)" 

wenn längs des positiven Integrationswegs auch von  

der vieldeutigen  Function xa- 1  stets der positive Werth  
und `bei der P ō tenzirung der complexen Zahl — m  

(deren reelle Componente positiv sein soll) ihre zwi- 

schen 	2 und  2  liegende Phase genommen wird.  

Wenn die positive Zahl a kleiner als 1 ist, so ist auch  

ein rein imaginärer Werth von m'gestattet. Denn in  

diesem Falle kann das positive k immer gross genug  
gemacht werden, damit  

^ 	 ^ e r›, 
i(1 --a)   dx 

{ 	 k x2—,  

beliebig klein werde. 

Ueber die Struktur und Bewegung der Gletscher ;  
von John Tyndall und Thomas H. Huxley. 

Aus den Philosophical Transactions of the Royal Society of 
London for the year 1857 im Auszuge mitgetheilt ; 

 von lt. Clausius. 

Hiezu Tafel II.  
Die schönen Untersuchungen der Hrn. Tyndall  

und Huxley über die Gletscher müssen ausser dem In-
teresse, welches sie für die Wissenschaft im Allge-
meinen darbieten, für das Land, welches die meisten  

und grossartigsten Gletscher besitzt, noch einen be-
sondern Werth haben, und ich glaube daher dem wis- 
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