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Bemerkungen und Zusatze zum ersten Heft der
mathemat. Mittheilungen Herrn Prof. Raabe’s.

VYon Prof. L. Schlifli in Bern.

Eingesandt den 29. September 1857.

Das erste Kapitel dieser Schrift setzt sich die Er-
weiterung des Begriffs eines einfachen Integrals auf
den Fall, wo seine Integrationsgranzen bheliebige com-
plexe Zahlen sind, zum Zweck. Was als Ergebniss
der Untersuchung hingestellt wird, kann etwa so aus—
gedriickt werden : Alle complexen Zahlen mogen durch
die Punkte einer Ebene dargestellt werden, welche
auf ein rechtwinkliges Coordinatensysiem so bezogen
sind, dass die reelle Componente einer Zahl der Ab-
scisse und die imagindre Componente der Ordinate des
zugehorigen Punkts gleich ist. Dann gibt es nur zwei
Wege, auf denen die Integration rechtmissig vollzogen
werden kann, ndmlich die gebrochenen Linien, welche
ein Rechtecls ymschliessen, dessen Seiten mit den Coor-
dinatenaxen "parallel_sind und welches die zwei den
Integrationsgrinzen zugehorigen Punlkte zu Gegenecken
hat. Wird auf jedem der zwei angegebenen Wege das
Integral irgendwo divergent, so hat es keinen Sinn; ge-
schieht ihm dieses nur auf einem derselben, so hat
man das Integral auf dem andern Wege zu nehmen;
und wenn endlich auf keinem der zwei Wege sich eine
Stelle findet, wo das Integral divergent wird, so sind
beide Auffassungen des Integrals berechtigt und geben
auch einen und denselben Werth.
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Angesichts dieser Behauptungen diinkt mich nun,
der Vorwurf der Willkiir, den der Herr Verfasser in
seiner Einleitung Cauchy und seinen Nachfolgern hin-
sichtlich des Uebergangs zwischen zwei complexen
Integrationsgrinzen macht, etwas stark., Es ist min-
destens ebenso willkiirlich, wenn man die unzahlig vie-
len Uebergiinge oder Integrationswege, welche alle
gleiches Recht haben heirachtet zu werden, auf jene
zwei oben angegebenen beschrinkt, ohne zu beden-
ken, dass auch diese durch die einfache Substitution
x = el%y (wo « eine reelle Constante, i die imaginére
Einheit und x, y complexe Variabeln hedeuten) sich
iindern, indem die Richtungen der Seiten jenes Recht-
eclis um den Winkel « sich drehen. Zweitens ist es
nicht allgemein wahr, dass jene zwei fiir einzig stati-
haft ausgegebenen Integrationswege immer den glei-
chen Werth des bestimmten Integrals geben.

Nehmen wir vorliufig an, der Begriff einer Inte-
gralfunction werde durch complexe Grénzen nicht zer-
stort, — denn wir wissen ja schon, dass er nicht zer—
stort wird, so oft wir die Integralfunction mittelst der .
bekannten analytischen Functionen in endlicher Weise
ausdriicken konnen, — und setzen

ﬁ(x)(lx == F(x)

so haben wir die Forinel

%

B
j f[x)dx = F(B) — F(A)
A .
fir den Fall zu betrachten: wo die unabhingige Va-
riable x complexe Werthe durchlinft, was namentlich
dann unvermeidlich sein wird, wenn die Integrations-
grianzen A, B complex sind. Der Begriff des Integrals
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wird nicht gefihrdet werden, wenn wir im Stande sind,
den ganzen Unterschied F(B) — F(A) als Summe
vieler Unterschiede von der Form f(x + h) — f(x),
fx +h + k) — f{(x + h), welche iiberall so klein
gemacht werden konnen, als wir nur wollen, dar-
zustellen. Nebmen wir an, es sei so fir zwei ver-
schiedene Integrationswege, und geben dem Aus-
druck F(A) am Anfange beider Wege einen und den—
selben Werth aus den vielen, welche vielleicht ana-
lytisch gleich gut moglich sind, so wissen wir dann
noch nicht, ob beide Integrationswege an der End-
grinze zu einem und demselben Werthe von F(B)
filhren werden, und diirfen also auch nicht behaupten, .
dass der Werth des bestimmten Integrals einer und
derselbe sei, welchen von den zwei brauchbaren In-
tegrationswegen wir auch wihlen mogen, um mit deir
unabhéngigen Variabeln x von der Anfangsgrinze bis
zur Endgrinze zu gelangen. Eine volle Ueberzeugung
von der Gleichheit beider Werthe des bestimmten In-
tegrals werden wir vielmehr erst dann bekommen,
wenn der eine Integrationsweg durch alimélige Ver-
dnderung bis zum andern hin verschoben werden kann,
ohne dass einer der zwischenliegenden Integrations—
wege den Begriff des bestimmten Integrals zerstort und
den Werth von F(x) zu einer sprungweisen Aenderung
nothigt. Anders gestaltet sich die Sache, wemn F(x)
unéndlich gross wird oder ein irrational unendlich klein
werdendes Glied enthalt — fir einen Werth von x,
der von beiden Integralionswegen umschlossen wird.
Denn um vom einen in den andern iiberzugehen, muss
dann der bewegliche Integrationsweg einmal die ge-
falirliche Stelle durchschneiden, wo F(x) die Anwen-
dung des Taylor'schen Satzes nicht mehr gestaitet;
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und ohne eine besondere Untersuchung diirfen wir da
nicht mehr behaupten, dass das bestimmte Integral
F(B) — F(A) fir beide éussersten Integrationswege
denselben Werth behalte. Im Allgemeinen konnen
wir annehmen, dass die Integralfunction F(x) nur fiir
vereinzelte complexe Werthe von x, nie fiir eine con~
tinuirliche Folge derselben, unendlich gross wird oder
andere dhnliche, Schwierigkeiten bereitet, dass also auf
der symbolischen Ebene nur Punkte (keine Curven-
stiicke) zerstreut sind, welche dem Durchgang des
Integrationsweges Gefahr bringen. Und in diesem
Sinne muss x = oo, welches auch die Phase dieses
complexen Werthes sein mag, als einzelner Werth
gelten; mil andern Worten, alle unendlich entfernten
Punkte der symbolischen Ebene sind wie ein und der~
selbe Punkt anzusehen; also ganz anders als in der
Geometrie, wo ibre Gesammtheit als eine gerade Li-
nie aufzufassen ist. Freilich bietet gerade die Func~
tion ex das Beispiel einer Ausnahme dar, indem die-
selbe fiir ein unendlich grosses x entweder dén Werth
o oder den Werth 0 bekommt, je nachdem die Phase

von x zwischen — % und -, oder wwischen - und
—273 liegt, und an den Grinzen + % unbestimmt wird.

Dieses ist aber nicht anders zu verstehen, als wie
wenn éine Funktion ¢(x) beim Durchgang der mei-
netwegen stets reell bleibenden unabhingigen Varia-
beln x durch einen bestimmten endlichen Werth a plotz-
lich iberspringt; wenn wir uns z. B. a und das un-
endlich .klein werdende w reell denken, so werden
wir fiir p(a) verschiedene Werthe bekommen, je nach-
dem wir es als Grinze von gp(a + o) oder von gp(a— o)
auffassen.
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Denken wir uns wiederum die auf-der symboli-
schen Ebene verstreuten Punkie, welche den Integra—
tionsweg gefihrden, so ist klar, dass das bestimmie
Integral F(B) — F(A) immer einen Sinn hat, wenn
nur keine der Integrationsgrinzen A oder B auf einen
der gefihrlichen Punkte fillt; denn der Integraiions-
weg kann ja immer den gefihrlichen Punkten.aus-
weichen. Wenn wir aber zwei verschiedene Inte-
grationswege setzen, die beide bei A anfangen und
bei B aunfhoren, und es ist keine continuirliche Reihe
von Integrationswegen mit denselben Enden moglich,
welche mit dem einen jener zwei Wege beginnt nund
mit dem andern aufhort, ohne dass einer oder meh-
rere der gefihrlichen Punkie vom fortriickenden In-
tegrationsweg einmal oder wiederholt geschnitten wer-
den, so miissen wir uns hiiten, dem bestimmten In-
tegral fiir den ersten und letzten Integrationsweg
gleiche Werthe zuzuschreiben.

Um zu beurtheilen, welche Wirkung das Hiniiber—
gehen des Integrationsweges iber eine - gefihrliche
Stelle a weg auf den Werth des bestimmten Integrals
ausiibt, denken wir uns die Integralfunction F(x) in -
Bezug auf den complexen Unterschied x — a, der
so klein als nothig zu nehmen ist, so entwickelt, wie
die Natur der Function, die hier die Anwendung des
Taylor’schen Satzes verschmiht, es erfordert. Als
Beispiele unendlich werdender Glieder wollen wir fol-
gende setzen: .,
(x—a)— ™, wo meine positive ganze Zahl bedeutet,

- c . c :
log (x —a), e*™ ", fe"'“dx und endlich (x — a)™,
wo m eine reelle gebrochene oder incommensurable
Zahl bedeutet. ‘
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Wir fithren dann den Integrationsweg das eine
Mal nahe bei a vorbei, das andere Mal verfolgen wir
im Ganzen denselben Integrationsweg, nur fithren wir
ihn, wenn wir nahe bei a an einer Stelle a4 h an-
gelangt sind, von da in einem Kreise, der den ge-
fihrlichen Punkt zum Centrum hat, herum wieder auf
dieselbe Stelle zuriick und setzen dann den alten In-

tegrationsweg fort. Wir nehmen also x = a + he'?
an, denken uns das sehr kleine h, das complex sein
mag, constant und integriren fiir das in den Integra-
tionsweg eingeflickte Stiick von & = 0 bis & = 2=.
Dieser ringformige Functions~Unterschied wird bei
(x —a)~m™ wo m positiv und ganz sein soll, gleich
h—m (e—‘zimn — 1)3
also Null, d. h. ein rationales Unendlichwerden der
Integral-Function bringt keine Verdanderung. Bei
¢
log (x — a) bekommen wir 2iz, bei ¢* ™~
Bezeichnet

A 27 < cos G +i (9 — L ogin @
M= fe"_“ dx = il}j‘I el ( h )(la‘)‘

o

a

wieder Null.

den ringformigen Functionsunierschied, so isi

¢
dM f‘ex_a _dx

de

dM df. A
e - M= — a}((}b—u)e ) - dx

gleich- dem ringformigen Functionsunterschied von

und

¢ . c .
_heﬁ cos & -kl(,ﬁ—‘ﬁsm.ﬁ)

also gleich Null. Daher ist ¥ eine von ¢ unabhéan-
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. IM ., Y
gige Constante, und (—d%— ist diese Constante, fir die
wir also den Ausdruck

.fZﬂ%(cosuﬂ* ——isill’ﬁ')
1 e
a

dg
0

haben, der firx ¢ = o den Werth 2ix erhilt. Also
ist M = 2ime. Es ergeben sich daraus beiliufig die
Integralformeln

T
k cos .
f e v cos (k sin &) d¥ = =,
0

n g O »
" ek cos cos (k sin & — &) d¥ = ka=.
Jo

In diesen vier Beispielen hatten die zu integriren—
den Functionen

[ c

1 ¢ X—a X —a

—m — 1 e

— m{x — a) , (x o~ a) me
wenn sie rings um x == a herum auf die gleiche Stelle
zuriickgefithrt wurden, denselben Werth wie im An~
fang, wesshalb im zweiten und vierten Beispiele die
durch den Integrationsweg sich unterscheidenden
Werthe eines und desselben bestimmten Integrals resp.
um Vielfache von 2ix, 2izc aus einander liegen. An-
ders verhilt sich die Sache im finften Beispiel (x —a)™,
wo- m gebrochen oder incommensurabel ist. Der ring-
formige Functionsunterschied h™ (e?™ — 1) ist dann
nutzlos, weil- nach der Wiederkehr auch der Diffe-
rentialquotient einen andern Werth hat als vorher und
daher den ganzen Rest des alien Integrationswegs mit
einem andern Werth durchlauft. Es ist dabei gleich—
giiltig, ob m positiv oder negativ oder gar complex sei.

Um jetzt noch zu beweisen, dass auch, wenn die
Integralfunction unbekannt ist, der Begriff eines he-
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stimmten Integrals ﬁ(x)dx durch complexe Grinzen

A, B oder iberhaupt durch einen Integrationsweg in
complexem Gebiet nicht zerstort wird, wollen wir zei-
gen, dass der Werth desselben nicht gedndert wird,
wenn man den Integrationsweg in einen benachbarten
ithergehen lasst, so dass jedem Punkt des ersten ei-
ner des zweiten Weges in der Weise entspricht, dass
der Taylor’sche Satz auf den Uebergangsschritt an~
gewandt werden kann. Wenn h diesen complexen
Uebergangsschritt, den wir als eine Function von x
zu betrachten haben, welche fir x - A und fiir x =B
verschwindet, bezeichnet, so sind

B °B
{(x)dx und f(x + h) (dx + dh)
A oA

die zu vergleichenden Integrale. Das zweite, nach
dem Taylor’schen Satze entwickelt, wird

n

B " n=o n—1
1 — I
g‘ f(x)dx -%E ((—nl_ i (@D (x)dh + = f(">(x)dx>
n=11 ’ /

JA n!
B me B » B
= f f(x)dx + 3 Ff —d—\;(h"f("‘“(x)) cdx = { f(x)dx,
oJ A n==1 : A : oA

weil die zwischen den Grénzen A und B genomme-
nen Functionsunterschiede von hf(x), hefi(x), h3fii(x)
etc. verschwinden. Es erhellt hieraus, dass der Werth

B
des bestimmten Integrals fAf(x)dx sich nichl conti-

nuirlich 4ndert, wenn der Integrationsweg allmilig ge—
andert wird. Es konnen also nur sprungweise Aen-
derungen sich ereignen und zwar nur dann, wenn
der fortriickende Integrationsweg an eine Stelle gelangt,
wo der Taylor’sche Satz nicht mehr anwendbar ist.
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Hinsichtlich der pag. 8 und 9 der erwihnten Ab-
handlung hehaupteten Sitze ist nan deren Richtigkeit
unter der pag. 6 gemachten Voraussetzung, dass F(x)
eine eindeutige Function sei, freilich ausser allem
Zweifel, weil, da F(B) — F(A) nur einen Werth hat,
auf jedem Integrationsweg, lings dessen F(x) sich
stets continuirlich éndert, dieser einzige Werth fiir

B
J fix)dx herauskommen muss; aber dann fallen auch
A

die dortigen Einschrinkungen weg, und man hegreift
nicht, wie so der Zweck der Abhandlung, deren Ueber-
schrift ,,die Deutung bestimmter einfacher Integrale mit
complexen Integrationsgrinzen® eine so starke Ver-
engerung des Gesichtskreigses nicht ahnen lisst, er-
reicht ist. Auch widerspricht das sogleich auf die all-
gemeinen Sitze folgende Beispiel in § 6 der Meinung,
dass wirklich die ganze Abhandluig nur eindeutigen
Integralfunciionen gewidmet sei, indem das lutegral
dx
1+ x3
wird, welche keine eindeutigen Functionen sind. Und
wenn der Herr Verfasser statt mit dem einen Inte-
grationswege eine der drei gefihrlichen Stellen, ndm-

durch Logarithmen und Kreishogen ausgedriickt

lich x :% + i%, zu schneiden, dieselbe mit heiden

Integrationswegen umschlossen hitte, so wiirde er
gefunden haben, dass der Satz ¢) in § 5 fir diese
unendlich vieldeutige Integralfunction irrig ist. Mogen
iibrigens die Sitze in § 5 gemeint sein wie sie wol-
len, so ist jedenfalls entschieden zu ldugnen, dass,
wie es in der Anmerkung am Ende dieses § heisst,
ydie Grundbegrifle der Differential- und Integralrech-
nung ein Ende haben», bloss desswegen, weil man
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die Integrationsgrinzen zufillig durch zwei solche In-
tegrationswege verbunden hat, welche beide durch
gefahrliche Stellen gehen.

Die F unktionfex‘?dx, welche den Integralformeln
von § 8 zu Grunde liegt, hat nur eine gefihrliche

@0 .
Stelle, x = w; und fir diese ist jv exdx — + i%
(1]

oder = o, je nachdem die Phase des unendlich gross wer—
. 17 3n 3 .
denden x zwischen - und =, — 5= und — - liegt oder

nicht. Die im § angewandtenIntegrationswege schneiden
diese Stelle nicht, sondern zielen nur dagegen hin
und zwar innerhalb der zuerst genannten Gegend;
daher sind die Formeln dieses § richtig.

Die dem § 9 zu Grunde liegende Integralfunction

‘;x‘.]i’f hat zwei gefihrliche Stellen, x = o und x = w0,

und da sie an der ersien Stelle einen Logarithmus zum
gendherten Ausdruck hat, so ist sie uicht eindeutig.
Da indess die im § gebrauchten Integrationswege die
erste Stelle nicht umschliessen und gegen die zweite
nur hinzielen, so sind die Integralformeln (d), (e), (f)
sammtlich richtig. Aber die Schliisse, durch welche
die Formeln (g) gewonnen werden, sind unzulissig.
Die Integralausdriicke linker Hand in (f) werden niim-
lich anf dem letzten Stiick des Integrationsweges an-
nithernd

3 dx ——dx

‘ fwcos Ax wsin Ax
I X

) 3 k
wo die untere Integrationsgrinze k eine sehr grosse

positive Zahl sein soll. Differentiirt man diese Aus-
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[=2]
driicke nach 4, so erhilt man ~J‘ sin Ax . dx,
k

- :
g‘_ cos ix . dx, zwei divergente Integrale, welche
Kk

uns keine Belehrung geben, wenn wir nach den auf
A beziiglichen Differentialquotienten der linken Seiten
in den Gleichungen (f) fragen. Wir miissen vielmehr
sagen, die Integralausdriicke linker Hand in (f) sind
zwar convergent, weil das positive kk immer gross
genug angenommen werden kann, dass ihre letzten
Stiicke, die Componenten§von

f ilx 2‘(
k X -

so klein,:-werden als man nur will. Soll aber dieser
Rest des Integrals nach 4 differentiirt werden , SO muss

man 1hm die Form
0
f e“‘g‘
ik X

geben; man erhalt dann

' 0 ilx .
4 € dx = — 1%
ddJg x 2
oder, was dasselbe ist
da ®cos Ax dx = . 08 Ak
daJ, x 7 7 2
Ej‘ooSiﬂ Ax gy — _ Sin ik
di Kk X = 1

~So sehr man nun auch die positive Zahl k wach-,

sen ldsst, nie werden diese Ausdriicke bleibend ab-

-solut kleiner gemacht werden konnen, als irgend eine

gegebene endliche sehr kleine Zahl, sondern immer

zwischen endlichen Grénzen hin und her schwanlken.
KL B, 1. 3
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Ueberhaupt ist ein einfaches Integral f f(x)dx,

dessen Integrationsweg z. B. positive Werthe von
x bis ins Unendliche durchliufi, ohne Ausnahme di-
vergent, wenn die positive Zahl k nicht gross genug
angenommen werden kann, so dass bei ihrem fernern

Wachsen f “ (x)dx absolut kleiner wird, als irgend
Kk \

eine gegebene endliche sehr kleine Zahl. (Bei einem
complexen Werthe hiitte man das Absolutkleinsein vom

Modul zu verstehen.) Wenn namlich g‘wf(x)dxnicht
7k

so klein wird, als man nur will, so ist offenbar eine
anndhernde numerische Berechnung des Integrals rein
unmoglich.

Die Formeln (g), welche mit der Behauptung zu-
sammenfallen, dass e¥* fiir eine unendlich wachsende
positive Zahl k den Werth Null zur Grinze habe, ver-
anlassen mich zu der Bemerkung; dass e* nicht wohl
als eindeutige Funktion von x angesehen werden darf,
weil sie fir x = « verschiedene Werthe annimmt,
ein algebraisch unerreichbares Unendlichgross, wenn

die Phase von x zwischen — 323

gebraisch unerreichbares Unendlichklein, wenn diese
Phase auf der andern Seite liegt; an der Grinze zwi-

und 3 , und ein al-

schen beiden Gegenden, wemn die Phase + 3 ist,

d. h. wenn die reelle Componente von x Null oder
endlich ist, muss daher der Werih' der Function ganz
unbestimmt sein.

An das Bisherige kniipfen sich die Bemerkungen,
die ich iiber das vierte Kapitel der mathematischen
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Mittheilungen, ,,Werthung des bestimmten Integrals’
o]

f x'—1 emx dx, wo a eine posilive, m eine complexe
o

Constante bedeuatet,“ leicht an. Wenn man — mx
durch x ersetzt, so verwandelt sich der Ausdruck in

[« o}
(— m) _"f X1 e7F dx,
0

wo der Integrationsweg gegen ein complexes Unend-
lichgross von derselben Phase mit — m hinzielt. Die
Integralfunction hat nur zwei gefihrliche Punkte x = o
und x =0 . Der erste wird uns keine Schwierigkei-
ten bereiten, wenn wir uns nur hiiten, den Integra-
tionsweg um den Punkt x = o herumzufithren. Hin-
sichtlich des zweiten gefihrlichen Punkts miissen wir
verlangen, dass die reelle Componente des unendlich
wachsenden x nicht negativ werde, weil sonst das com-
plexe endliche k nicht gross genug gemacht werden

e o]
konnte, damit fk x*~1 e=* dx beliebig klein wiirde;

und wenn im Besondern a > 1 ist, so muss aus dem-
selben Grunde geradezu verlangt werden, dass jene
reelle Componente positiv sei. Sind diese Bedingun-
gen erfiillt, so darf man den Integrationsweg im Un-
endlichen noch bis zur Phase o hinfithren, ohne dass
dadurch der Werth des bestimmten Integrals einen Zu~
wachs erhilt, weil die Differentialquotienten lings die-
ses Wegstiickes -von einer algebraisch unerreichbaren
Ordnung des Unendlichkleinen sind. Mit dieser Aus—
dehnung des Integrationswegs bekommt aber das In-~
legral denselben Werth, wie wenn der Iutegrations—
weg alle positiven Zahlen von Null an bis ins Unend-
liche durchliuft, d. . den Werth I(a). Folglich ist
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o0
f XM (g = _____I’(H)a
0 (—m)

wenn lings des positiven Integrationswegs auch von
der vieldeutigen Function x>~ stets der positive Werth
und ‘bei der Potenzirung der complexen Zahl — m
(deren reelle Componente positiv sein soll) ihre zwi-
schen — %
Wenn die positive Zahl a kleiner als 1 ist, so ist auch
ein rein imagindrer Werth von m7gestattet. Denn in
diesem Falle kann das positive k immer gross genug
gemacht werden, damit

®© ' ® eix
a—) ,ix —_— 3 — . .
J; x*ledx = —i(1 — a) f; o dx

- '
beliebig klein werde.

und % liegende Phase genommen wird.

Ueber die Struktur und Bewegung der Gletscher;
von John Tyndall und Thomas H. Huxley.

Aus den Philosophical Transactions of the _Roya1 Society of
London for the year 1857 im Auszuge mitgetheilt
von R. Clausius,

. Hiezu Tafel IL
Die schonen Untersuchungen der Hrn. Tyndall
und Huxley iiber die Gletscher miissen ausser dem In-
teresse, welches sie fiur die Wissenschaft im Allge-
meinen darbieten, fir das Land, welches die meisten
und grossartigsten Gletscher besitzt, noch einen be-
sondern Werth haben, und ich glaube daher dem wis—
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